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La théorie des invariants, destinée désormais à 
prendre une place très-irnportante dans l'Analyse, doit 
son origine à un excellent Mémoire de Boole sur les 
transformations linéaires inséré dans le Cambridge 
and Dublin Mathematical Journal^ 1847 . Ce Géo- 
mètre, dont tous les travaux sont empreints d'autant 
d'originalité que de pénétration, y avait démontré que, 
si Ton élimine les m variables entre les m dérivées 
successives d'une fonction homogène de degré n k m 
variables ^, y, ^, etc., prises par rapport à ces mêmes 
variables, le résultat de l'élimination se reproduit, à un 
facteur près, lorsqu'on répétera les mêmes opérations sur 
la fonction susdite, après y avoir préalablement substitué 
de nouvelles variables liées linéairement aux premières. 
Ce beau théorème a été le point de départ d'un grand 
Mémoire de Cayley, inséré dans le Journal de C relie j 
tome 30j où, par son génie vaste et fécond, il a su 
créer toute une nouvelle branche d'Analyse, en jetant 
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ainsi les bases de la théorie des fonctions appelées par 
lui Htjper déterminants^ et maintenant, Invariants. 
Dans ce travail à jamais mémorable, M. Cayley fait 
voir que, pour toute fonction d'un degré supérieur à 
3, il existe plusieurs fonctions des coeflScients qui jouis- 
sent de la même propriété, signalée pour la première fois 
parBoole sur une seule fonction de ces mêmes coefficients. 
Il y détermine quelles sont les fonctions de ces coeffi- 
cients qui restent indépendantes entre elles, et il trouve 
diverses relations qui lient linéairement les autres fonc- 
tions avec celles-ci. M. Sylvester est venu ensuite, 
et avec cette profondeur qui caractérise tous ses écrits, 
il a ajouté aux précédents un grand nombre de -résul- 
tats nouveaux et importants. C'est à lui qu'on doit 
(à ce que je crois) la découverte des Covariants (*), 
nouvelles fonctions dérivées d'une fonction donnée, dans 
lesquelles les variables et les constantes, transformées 
successivement par des substitutions linéaires faites sur 
la proposée, reproduisent, indépendamment les unes des 
autres, la même fonction. M. Hermite, enfin, digne suc- 
cesseur d'Abel et de Jacobi, est venu couronner l'œuvre 
en établissant une loi de réciprocité entre les covariants 
des diverses fonctions, et par là, il a ouvert à cette 
théorie un grand et nouveau champ de recherches. 

Mais ces travaux, qui forment incontestablement 
une des plus belles gloires de l'Analyse moderne, sont 
malheureusement revêtus de formes si concises et si sym- 
boliques, ils sont tellement dépourvus de détails et de 



(*) M. Hease,- à la véritë, avait déjà obtenu avant lui une fonction 
(qu*on appelle maintenant THessien) qui jouit de la propriété cai^actéris- 
tique des covariants. 
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démonstrations, et chargés au contraire de nouvelles 
dénominations, que leur lecture, supposant presque déjà 
les notions qu'il s'agit d'acquérir, devient le plus sou- 
vent pénible et difficile. Il en résulte que cette théo- 
rie n'est guère connue que de leurs auteurs, ce qui 
la rendrait stérile et inutile pour l'avancement de la 
science, si l'on négligeait de l'exposer avec une clarté 
suffisante. Ce n'est en effet que lorsqu'une vérité est 
devenue accessible au plus grand nombre de personnes 
qu'on peut vraiment affirmer que la science humaine 
a fait un progrès. D'après ces considérations et sur 
l'invitattion de savants distingués, j'ai cru que ce serait 
rendre un service à la science que de mettre à la 
portée de tous les magnifiques résultats trouvés par 
ces Géomètres , en simplifiant les théories , et en 
m 'appuyant sur les notions les plus communes. Mais, 
ne pouvant pas embrasser toutes ces recherches, mon 
but sera également atteint, si par le peu que je me 
contente d'exposer, je réussis à faire comprendre le 
reste, contenu dans les Mémoires mêmes, et à pré- 
parer les élèves à la lecture des importants travaux 
publiés dans ces derniers temps, en dehors des auteurs 
précités (*), par Aronhold, Christoffel, Brioschi, 
Betti, Clebsch, etc., et surtout par M. Gordan, 
auquel on doit la limitation du nombre des Cova- 
riants (**). Il serait inutile de réunir dîBtns un seul 



(*) Particuliârement M. Cajlej, qui dans les 8 Memoirs upon Quantics 
a fondé et développé la théorie des covariants. 

(**) L*oo?rage était achevé, lorsque j*ai reçu de cet éminent Oéomètre 
ima lettre bienveillante que je ferai connaître ci-après. 
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corps d^ouvrage les immenses travaux de générali- 
sation, accomplis par ces auteurs. 11 n'y a rien de 
mieux pour le lecteur studieux qui veut avancer que 
de recourir aux sources mêmes, ce qu'il pourra faire 
avec sécurité et avec profit, quand il aura bien appris 
tout ce que j'expose dans cet ouvrage, et en ayant 
ensuite recours à la liste des ouvrages que je donne 
ci après. 

J'avais déjà commencé ce travail, il y a plusieurs 
années, quand a paru l'ouvrage de Salmon. Mais cet 
ouvrage de maître, résumé excellent de plusieurs 
parties de la science, outre celles que j'ai entrepris de 
traiter, ne peut guère servir qu'aux Professeurs déjà 
initiés à cette théorie, et il ne rentre pas du tout dans 
le cadre d'un Traité élémentaire, à la portée des com- 
mençants. C'est pourquoi j'espère que le travail actuel 
pourra être encore accueilli d'une part avec faveur par 
le public savant, à cause de la lacune qu'il remplit dans la 
vulgarisation de la science, et d'autre part avec indul- 
gence parce qu'il ne peut pas tout dire, dans les limites 
étroites où il s'est renfermé. 

Ce qu'il y aura d'ailleurs de nouveau de ma part, 
soit pour les démonstrations, soit pour de nouvelles 
propriétés, ressortira de la comparaison de mes anciens 
mémoires et de l'ouvrage actuel avec les ouvrages des 
auteurs cités, sans que j'aie la prétention de fixer l'at- 
tention du lecteur sur ce qui m'appartient. 



Brlangtn, 29 September i876. 

Geehrter Herr , 

Ich habe Gelegenheit gehabt, Ihr Buch liber die binâren 
Formen zu lesen und habe mich sehr darûber gefreut, denn 
ich fiode es wohl geeignet, den Léser mit der Théorie der 
Invarianten vertraut zu machen. Der Stoflf îst diirchsichtet 
und ùbersichtlich geordnet, die Darstellung ist einfach und 
klar, an vielen Stellen élégant. Selbst verstândlich kônnen 
die vielen und verschieden Untersuchungen auf dem Gebiete 
dep neueren Algebra darin nicht aufgefûhrt sein, das werde 
zu weit fûhren und dem zwecke des Bâches wiedersprechen; 
aber es fûhrt in die Théorie ein und befâhigt den Léser die 
ihm sonst nur schwer verstàndiichen original Arbeiten selbst 
zu ôtudireu. 

Sie haben durch dièses Werk der Wissenschaft einen Dienst 

« 

geleistet, welchen sie dankbar auerkeimen wird, indem Sie 
eine schmerzlich empfundene Lûoke ausfûUten. 

HochachtungiUiOll t<nd ergebenst 
GORDAN. 



Monsieur , 

J'ai ea Toccasion de lire votre ouvrage sur les formes binaires, et j'en 
ai été heureux, car je Tai trouva bien propre à initier le lecteur à la 
théorie des iovariaots. Le sujet est bieu approfondi et lumineusement 
ordonné, Texposition en est simple, claire et en plusieurs endroits élé- 
gante. Naturellement, plusieurs recherches qui ont été faites dans le 
champ de Talgôbre moderne ne pouvaient y trouver "place; cela vous 
aurait conduit trop loin et n*aurait pas répondu au but de Touvrage ; 
mais vous intix>duisez le lecteur dans la théorie et vous le mettez en état 
d*étudier par lui même les mémoii'es originaux dont, sans cela, la le- 
cture lui eût été difficile. 

Vous avez par cet ouvrage rendu un service à la science dont elle 
TOUS sera reconnaissante, puisque vous avez rempli une lacune impor- 
tante et regrettable. 

Votr9 Dév. Serviteur 
GORDAN. 
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CHAPITRE PREMIER 



FONCTIONS SYMÉTRIQUES DES RACINES 



Détermination des fonctions symétriques 

et leurs propriétés. 

1. Soit réquation 
[1] a,a:**+a|a?**~^+a,a?**"^ + ... + a^ = 0, 

dont nous désignerons par 01,0,, a les racines. On 

y supposera quelquefois a,, = 1 . 

Une fonction .donnée des racines est appelée symétrique^ 
lorsqu'elle reste la même, quelque échange que l'on opère 
entre les racines. On conçoit facilement que si cette fonction 
est entière, elle pourra généralement être décomposée en 
une somme d'autres fonctions symétriques plus simples, qui 
seront toutes de la forme: 

p q r t 

[21 cp^ = Z a, Qj a, a^ . . . , 

le signe ^ s'étendant à toutes les combinaisons l k l des 
indices 1, 2, 3,... n, et l désignant le nombre des racines qui 
figurent dans chaque terme. Sip = g'=r=<... = l, on sait que 

Za, = — - , Zaia4 = + --,... ZciO,. ..a. = (— 1) — . 
do do * (7o 

Lorsque la fonction 9 ne contient qu'une seule racine dans 
chaque terme, c'est-à-dire lorsqu'on a 9 =2 a** , elle prend le 
nom de somme des puissances semblables des racines, et on 
la désigne par le symbole Sp . 

Vax Db Bkuko ^ Théorie dêt formé» kit%air»$, 1 



-2 - 



Comme nous allons voir, ces fonctions, qui jouent un grand 
rôle dans l'analyse algébrique, sont douées de propriétés re- 
marquables. 

9, Premièpe propriété. Les sommes des puissances 
semblables des racines s'expriment en fonction entière 
des coefficients. 

On a en effet, pour une somme quelconque Sp , les deux for- 
mules suivantes, dont la seconde est due à Waring: 



[3] 



''=[ÏV 



a, 



2a, 
3a, 



a, 



a, 



a. 







ac 



a, 



. . . 
. . . 
a» . . .0 



(l? — 1) ap_i ap^Jt *ap-3 ap-^...ao 
pap ap-~\ ap—2 ap^z..,ai 



/o 



[5] 



[4] sp-p^-^j 2,(xy(x^(x^jr:(xô ^« ^'' ^« • • • -^^ 

où (x) et {p — Xo - i) expriment , pour abréger , les produits 
1.2.3. X et 1.2. 3. . . .jp — Xo- i; XjjXj, . . . . Xn étant d'ailleurs 
des nombres entiers assujettis à vérifier les deux équations de 
condition 

^ + 2X4 + 3X3+ -{-n\n = p. 

Dans le cas de «o = 1 la formule [4] devient 

et on trouvera par des calculs très-aisés, 
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La première formule s'obtient en tirant les valeurs de Sp des 
relations connues entre les sommes s et les coefficients, à 
savoir : 

[7] ^ ao Ss + a^ s, + a, «^ +3a,=0 (•), 



a^ Sp-\-ai 5j»— 1 -{- a, «p— t + • • • +l^^p= ^^ 

qu'on trouve en comparant les coefficients d'une même puis- 
sance de œ dans la dérivée de Téquation X = , considérée 
comme fonction des coefficients, ou comme fonction des racines. 

Car dans le premier cas, on a 
[8] X' = nao a?»-i + (n — 1) a^ a^-^ + • • . + «n-i ; 
dans le second 



m 



X' = -^ — I — —-{ — ^+... + _^--. 



Pour démontrer la formule de Waring, nous remarquerons 
que réquation [9] donne 



[10] 



X' 
X 






(*) De ces mâmes équations on tire la valeur d*uD coefficient exprimé 
ta fonction des sommes s. On aura en efiPet : 



1.2.3. .. . <a^=ao 



*1 

9$ 


1 
*i 2 
Si Si 3 





. » — 1 


*l 


*t-l ^-t ^_3 


*i 
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d'où il résulte que Sp est le coefficient de r dans le déve* 

loppement de la fonction 



a, + 2-+3^+... + * 



an 



suivant les puissances ascendantes de — . En posant — = y, la. 
série de Taylor nous fournira pour ce coefficient l'expression 

Or, d'après un théorème que nous avons inséré dans les 
Annales de Tortolini, 1855, cette dérivée se calcule aisément O. 
Étant donnée, en effet, une fonction quelconque <p de la va- 
riable X liée avec une autre par une équation de la forme 

la dérivée d'ordre quelconque w»*™« de la fonction cp exprimée 
en fonction de la nouvelle variable y sera fournie par l'é- 
quation 
[13] 

y^""Zj(*i)(Wt>3)...(A-i)^«^U j V1.2J U.2.3] •••U.2.3..«ij 

oii le signe z s'étend à toutes les valeurs entières et po- 
sitives de g^ h^ h^ kji /tm , qui vérifient les équations 

= K + ^t + K+' .. + ^, 
w» = ftj -|- 2/t, + 3^8 + . . . + mkmj 

(l) désignant, en général, le produit 1.2. 3. . . Z. 



(*] Voir à la fin dt Touvrage pour la démonstration de cette formule.. 
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Dans le cas actuel, on a 

9 = logo?, a? = v = ao + «iy + ^tV'+--» 
'et en général 

n n'y aura donc qu'à faire convenablement ces substitu- 
tions dans la formule [13J et à la multiplier par [ — 1 (p — 1)1 "" ^ 
pour retrouver la formule [4]. 

BB3iABQUB. De réquation [10] on déduit, en multipliant par 
^x et en intégrant 

équation qu'on aurait pu tirer immédiatement de ce que si 

f(x) = {x — a){œ — (i)(x — r) , 

il vient 

Bbmabqub. Observons en passant une propriété de ces fonc- 
tions Sj qui sera bien utile pour les calculs, à savoir que la 
somme de leurs coefficients est toujours égale à — 1. 

En effet supposons dans la proposée Aq =ai= a«=a8=.. .=1, 



auquel cas s se réduira précisément à cette somme ; la formule 
(12] se transformera dans celle-ci 

',=- i.a.8..'.lp-ti '^'°g» + ''+'^+-U. 

s. Deuxième propriété. La fonction quelconque cp peut 
s* exprimer en fonction des sommes Sp . 
Pour cela, observons qu'on a évidemment 
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d'où 

[14] <Pi = 2ai a.'= S, S, - s,^,. 

Pareillement 

d'où 

et, au moyen de la première, 

[15] 

<p,=2a.'a,' 0,'= Sj, s^ s^ - s^_^^ s^- s^^^ s, -s^_^^ *,+2Sp*,«- 



On a aussi 



^r- p 9 f t 



= *, Sa' «1* o»''— So'** «i' «/ — 2oi*'oj''^'<i,''— So,' a,' <h'^\ 
qui, par la précédente, deviendra 

+/'5 5 +5 5 .-1-5 5 ^ — 1.2.3.5 

De même, 

[17] <P5 = 2 Oi** a*'' a/ «4* 05*" 



=^p ^g^r^l^ -2^,5^ 5, 5^+22 V,., 5^5^+25^^ 5^^5^, 

- 1. 2. 32 V,.,^i ^.-22 V^ 5^^,,,+ 1.2. 3. 45^^^^^,^ ^ 

en admettant que le signe 2 s'étende à lous les produits que 
Ton peut obtenir en combinant ensemble, 2 à 2, 3 à 3, etc., 
les lettres p, q^ r, ^, v qui figurent dans les indices. 

(*) Diaprés M. Cayley q>|, q)3, <P4,q>5, etc., pourraient 8*écrire encore 
simplement 
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En général, on obtiendra: 



-2at'*c^-« + '^..a;i-^ 



d'où il suit qu*en supposant connue la fonction 

9^1 — 2 Oi » oj » . . . a^_j , 

le second membre de Téquation précédente sera déterminé ; 
car il n'y aura qu'à changer les indices irt,ir,,... irj-i , res- 
pectivement , en ir, + w« , «t + ''^ i • • • wi-i + «« , pour cal- 
culer tous les termes quMl contient. Par la même raison, la 
détermination de q>i— i dépendra de 9; -2; celle de 9<~s de 
9«— 3, etc. 

Il suffit donc de connaître les premières fonctions q>i , cpi , 
93) <P49 <Ps9 Que nous avons données ci-dessus, pour en con- 
clure toutes les autres. 

De ces simples considérations et de Tinspection des cas 
particuliers donnés, on peut déduire une formule propre à 
fournir Texpression de 9 en fonction des sommes des puis- 
sances semblables des racines. Appelons Xy , X;^ , x^ , . . Xi , les 
sommes de g^ h, h , . .i exposants quelconques pris parmi 
les v^ , ir, , . . . iri sous la condition 

[19] g + h + h-{-.. . + i=l, 

et désignons par ^s^ ^x ^x • • • ^x 

g h k i 

la somme de tous les produits que Ton aura en combinant 
dans les indices X^ , X;^ , x^ , . . x^ tous les g^ h^ h^ . . , i expo- 
sants choisis ^ à ^, h h h, hhJi, etc., parmi les exposants ir. 
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II est clair que <p sera le résultat de Taddition de pareilles 
sommes multipliées chacune par certains coefficients numé- 
riques. 

D'ailleurs, on aura pour chaque terme 

pO] ^a + ^'* + ^» + • • • + ^» = ^1 + «i + . . . + w« ; 

car si Ton change les racines a en Aa, il faudra que chaque 
terme du second membre gragne le facteur ;t*i + *• + ••• + *'' ^ 
dont se trouvera multiplié le premier, ce qui ne pourra pas 
arriver à moins de la condition posée ct-dessus. 

Il nous reste seulement à trouver les coefficients. A cet 
effet j'observe que, d'après [18], si Ai-i est le coefficient de 

5^, + ^, + . . . ^,_i dans la fonction 9,^^ , 

celui du terme* semblable 

. 5^,+^,+...+^,, daiis la fonction cp/, 

sera — (i— 1) Az-i . 

Ce terme est le seul qui ait gagné un exposant à Pindice ; 
les autres auront au plus le même nombre d'exposants à l'iur 
dice que les termes de la fonction qpt— i, et en auront con- 
servé les mêmes coefficients numériques. Par la même raison 
tous les termes de qx—i, auront des coefficients identiques à ceux 
de 9«— 2, excepté le terme en 

«^i + *î + . • . «"^^ j7 

dont l'indice contiendra un exposant de plus que les autres, 
et dont le coefficient sera — (l — 2) fois celui de 

o 

"«rj + *i + «^s +• ••«•!— 2 

dans la fonction 9{~f. 

En suivant ainsi bien de près la formation des coefficients, 
on arrivera aux conclusions que voici : 



— 9- 

Ire Les coefficients varient seulement lors de la varia- 
tion du nombre des exposants dans un indice, et, au con- 
traire, ils restent les mêmes tant que ce nombre demeure 
inaltérable ; 

2^^ Le gain d'un exposant dans un indice qui affecte la 
lettre 5 et se compose de p — 1 exposants, ne commence à 
se faire que lors du passage de la fonction <P|). i à la fonction 9p- 
Mais comme, dans ce passage, le coefficient acquiert le fac- 
teur — 1 (p — 1), on peut dire que chaque fois que l'indice 
gagne un j^'^^ expos^pt de plus, le coefficient gagne aussi 
un facteur (—1) (p — 1) de plus. 

n suit de là infmédiatement que la lettre $^ affectée d'un 
indice composé de p exposants, aura pour coefficient 

(— l)i»-ip — 1. p — 2.p — 3. ...3.2.1 = (— 1)i>-Mp — 1) 
fois celui de <^^=s^, qui est 1. 

Donc le terme en s. s. s. . . . s^ 

aura pour coefficient (— l)a-ii;^i+...<-i(^--l) (h^l) . . . (i—i) 
et il viendra enfin 

pi] q>= 2 (- 1)'-' 07-1; (h-^l) ... (i-l) S^x, s,^ s^^ ...5,. ^ 

a étant le nombre de groupes g^h^h^ . . . i dans lesquels { a 
été partagé, et (p) désignant comme avant la factorielle 
]. 2. 3. ... p. On n'oubliera pas que plusieurs des nombres 
g^h, . . .î peuvent être égaux. Dans ce cas, si i exposants 
deviennent égaux entre eux, chaque terme exprimé en fonc- 
tion des racines dans le second membre de la formule sera ré- 
pété 1.2.3. ..i fois de trop. Ainsi, pour avoir la juste valeur 
de 9, il faudra diviser le second membre par 1. 2. 3. . .i. 

Une fois qu'à l'aide de cette formule on aura exprimé 9 en 
fonction des sommes s. on calculera ces diverses sommes au 
moyen de la formule [4] en fonction des coefficients, et alors 
la fonction <p se trouvera en dernier lieu exprimée par les 
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coefficients de l'équation proposée. Comme les seconds mem- 
bres des formules [3] et [4] sont entiers à une puissance près 

1 
de —, il s'ensuit que, en supposant ao = 1: 

do 

Une foiiction quelconque entière et symétrique des racines 
s'* exprime par une fonction entière des coefficients, 

4. Remarque l^. La fonction <p peut se mettre sous la forme 
d'un déterminant 



<P = 



8 
P 


%) 


'(P) 


'(P) • • • 


'(,) 


9 


% 


'(,)•-• 


V) 


\r) 


*r 


V) • • • 


■ • 


• • 


'(0 

• • • 


s . . . 
1 

• • • • • 



(♦) 



en admettant qu'après avoir effectué les opérations on 
change les produits symboliques ^/p)^(q)^(rr'®^^|)+«+r+...'^'^^* 
à dire, en des facteurs simples 5 ^ ^^ , dont l'indice soit 
égal à la somme des indices. Ainsi on aura: 



p (p) 

(9) « 



=S S —S y 
P 9 P+9 



8 S S 

P (P) (P) 

(9) <l (9) 
(r) (r) r 



= 888-88 '88 -8 8 4-2* , 
P 9. f p Ç+r g p+r r p^q P+f"»"^ 



On vérifiera 9^ aisément ainsi qu'il suit: 



<P,= 



8 8, . 8, . 8, . 

P (p) (p) (p) 

(g) « (9) (9) 

^0 *(0 '(0 *« 



C) N0D8 avons déjà donné ce tbeorème Tannée 1856 dans une thèse 
soutenue à Paris. 
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= / 



=/ 



s SI 
« (9) (») 




%) '(p) '(p) 




V) %) '(j.) 




'(p) '(p) '(p) 


'(r, '. V) 


-'(,) 


'« '. V) 


+V) 


*« % '(«) 


■V) 


'9 '(9)*(9) 


*w % '. 




'w 'w'. 




'(0 % '» 




V)*«- V) 


<l (9) (9) 


• 


'(p) *(p) *{P) 




%) '{!>) '(P) 




'(p) '(p) *(p) 


V)'r V) 


-\<ù 


V)'r V) 


-V) 


(9) 9 (9) 


-% 


'(9) '9 *(9) 


'(0 % '. 




'(0 % '» 




t t S 

(0 W ' 




V) V) 'r 



d'où Ton voit que le 3« produit se déduit du second par ré- 
change des indices q et r, et le 4^ du 3« par rechange des in- 
dices r et t. 
Ainsi on aura: 

9 :=zg r s s 8 'S 8 -^ ^ ^ -^*^ . +2* 1 

(OL (!»)«'• (p) î-^'- « (P)-»-'' '^ ç+(p) (P)-*-î'+d 

et si maintenant on a égard à la règle symbolique admise, 
on retrouvera la valeur [16] de 94. Comme de 93 on est passé 
à (P4 on verrait aisément comment de 9^^ on passerait a (ply 
en suivant généralement la décomposition que nous avons 
faite en déterminants d'un ordre inférieur d'une unité; d'où 
il résulte évidemment qu'il ne peut pas s'ajouter un exposant 
à l'indice sans un changement de signe et sans que le nou- 
veau terme soit multiplié par le nombre (l - 1) de détermi- 
nants mineurs qui sont multipliés successivement par les 
symboles s^^^, s^^^, s^^^, etc. 

Remarque 2* . La formule [21] nous conduit à une relation 
intéressante. Elle donne en effet: 
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c'est à dire 

122] ^ = 2(-ir(^-l)<P,_, 

<P^ étant ce que devient 9 lorsqu'on y néglige les facteurs 

contenant les exposants qui figurent dans Tindice X^. Ainsi, 
on aura (voir les exemples [17] et [38]) 

,, ^ =1.2. {Sp Sq — Sp^q) = 1.2. 9, = 2 Sia^P ojî 



'r-*-<+t? 



^= 2a3,a, - 2a\=<P4 -5, 



car dans ce cas g ne peut avoir que les valeurs 1 et 2. 

Lorsque, par suite de la nature des exposants, il arrivera 
que deux ou plusieurs des indices X^ , X;^ , etc., seront nu- 
mériquement égaux, il faudra ajouter au second membre de 
la relation [22] autant de termes semblables eu 9^ , 9^^^ ^tc 

Remarque 3*. Si Ton proposait de trouver le nombre de termes 
dans la fonction 5. s^^ Sy^ ... ^x^ , ce nombre, en suppo- 
sant gyhyk . . . i difTérents entre eux, sera évidemment 

_ (0 



(^)W (*)...(»)' 

car la série des indices dans un terme sera une combinaison 
des exposants pris gkg^ suivie d'une combinaison des {l — g) 
exposants différents des premiers et des seconds pris 7c à ft , 
et ainsi de suite. 

Mais lorsque g' nombres g^ h^ 7t, etc., deviendront égaux à ^, 
la série des indices X^ , X;^ , X» , . . . , se trouvera répétée 
1. 2. 3. . . ^' fois de trop, et dans ce cas il faudra encore di- 
viser le nombre N par 1. 2. 3. . . g\ pour avoir le nombre 
correspondant des termes dans la fonction susdite. Supposons 
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ainsi g^ grroupes d'exposants en nombre g^ U groupes d'expo- 
sants en nombre h^ etc., dans la série des indices dont la 
lettre s est affectée, le nombre N sera 

P4] N= ^^^ 



W (*)*' . . . W \gl m . . . [il 



sous la condition g' g + /i' 7i + . . . iW = Z. 

Cherchons maintenant ce que devient la formule [21],. 
lorsqu'on suppose tous les exposants égaux à ir. 

Alors, comme dans 

-^ % ^^h ^^% • • • ^H » 
tous les termes se réduiront à 

g* h* a 

s s • • • U a 

gv hir iT^ 

cette fonction se réduira elle-même à 

S S • • • o 



(^y (A)V . . . w* fj') [h') . . . (<') gît ^hir iir 

B'ailleurs , comme nous Tavons déjà observé , il faudra , 
dans la même hypothèse, diviser le second membre [21] par 
1. 2. 3. . . I. On aura donc. 



5^«;a;..a--^^{-) 



ou 

« 

P5] , , . 

s ••' •'• • • "r=2<-J'"(^') m ... m (-f) (-?) -(-f) 

8oas les conditions 

a = g' + h'-i-... + f et g' g + h' h + . . . -i- fi = 1. 

Application. On peut exprimer à l'aide de cette formule 
un coefficient quelconque d'une équation en fonction de» 
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sommes des puissances semblables des racines. Le coefficient 
4Xi en effet d'une équation, en supposant a^ = 0, est égal à 

{—y la^ o, . . . ai 

et si Ton pose ir = 1 dans la dernière formule [25] et si nous 
supposons, ce qui est toujours permis, 

g =1, h =2,. , ,i = 1, et g' = \, h' =\, . .f = \i ; 
il viendra 



[26] 



^ (Xi)(x,)...(x,) [îj [2] \TI ' 



sous la condition \ + 2Xj + • • • • '^« = ^• 

On aura, par exemple, ^ 

^* — 2.3.4^* ""21^* ^«^"3^*^^'T-2r2^« ""4^*' 

Remarque 4*. La somme des coefficients numériques de <Pi 

£st (— 1) (1), divisée par les fonctionelles [g], [h], e/c, 5/ dans 
la fonction <Piily a g, h, etc. y exposants des racines égaux 
entre eux. 

En eflTet si l'on pose ao = «« = «t» ^^-^ = 1? *P^ se transfor- 
mera en cette somme, et les s qui figurent dans la formule 
[21], se changeront tous en — 1. Par conséquent le signe des 

coefficients deviendra partout (— l)'"' X (— 1)' = (— 1 )\ et 
la valeur de 9i ne dépendra que de l. Or dans cette hypo- 
thèse la fonction 9/ , en remontant à son origine [18], comme s 
est toujours = — 1, deviendra 9^= —^<P^p et 9j.i=— (l — 1)<p,.2? 
etc., d'où enfin 

q)i = (— l)î/. (i — 1) (Z — 2) . . . 3.2. 1. 

Mais lorsque dans la fonction 9{ il se trouve g exposants =Py 
h exposants = 9, etc., évidemment ces combinaisons se trou- 
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vent répétées (h)^ (g)j fois de trop; ainsi il faudra di- 
viser (— 1)' (l) par {g), (h) ^ 

On trouvera, par exemple, que les fonctions 

2«'P, 2a«pT. 2a'p*T, 2a»p»Tô, 2a«pV&€q)X 

se réduisent respectivement à 

Les formules [4] et [21] cependant, quoiqu'elles conduisent 
au but désiré, ne cessent pas de donner encore lieu à des 
calculs assez longs. Il en est ainsi de toute expression qui 
s'appuie sur les sommes des puissances semblables des racines. 
Cela dépend de ce que Ton a k tenir compte, dans ces sortes 
d'eipressions , d'une multitude de termes qui, finissant né- 
cessairement par s'entredétruire dans le résultat final, ne 
servent qu'à prolonger inutilement les calculs. Supposons , 
pour fixer les idées, qu'on ait à calculer la fonction la* p*, 
et posons pour un moment ao = l. 

On aura, d'après ce qui précède, 

2 Za«p« = s^ s\ - 5, «4 — 25, ^3 + 2^5, 

Si = — ai, 5,= a\, — 2^1, «3= — û^ + SajO, — 3a8, 
s^ = a\ — 4a*, a, + 4a| a, + 2^% — ^aj 
s^ = — a*| + 5a'i a, — 5a j a', — Sa*^ a^ + Sa, a^ + Sût «3 — Sa», 
et Ton trouvera Za* p« = — a, a, + Sa^ a^ — 5a^. 

Ainsi, les quatre premiers termes de ^5, les deux premiers 
de s^ et le premier de ^3, étant étrangers au résultat, n'ont 
eu d'autre effet que de rendre le calcul plus pénible. Mais 
on peut maintenant éviter l'introduction de ces termes et 
écrire même d'avance la forme littérale de la fonction des 
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ooefflcients, qni représente une fonction donnée des racines^ 
à r^ide d'un théorème important, dû à M. Cayley et à M. Syl- 
vester,^et dont j*ai déjà donné, dans les Annales de Tor- 
tolini (1855), une démonstration extrêmement simple. Voici 
le théorème. 

5» Trosième propriété. La foncliaix des coefficients 
qui exprime la fonction des racines 

[27] 9 = la/ a,^ a,"" . . . = ZCa,'^* a^^* a^""^ . . . 

est de degré égal au plus grand des exposants p^ q, r , . . , 
et les indices avec les exposants qui figurent dans chaque 
terme satisfont à Véquation 

[28] X|+2X,+3X8+. . .==P+^-f^+. . .= somme des exposants. 

• 

Pour le démontrer, nous partirons de cette remarque aussi 
simple que féconde, à savoir, que les coefficients de Téquation 
donnée [1] sont des fonctions linéaires par rapport à une quel- 
conque des racines. En effet, quel que soit i, le coefficient 
ai sera, en général, de la forme 

[29] ai = M(0 oy + N(0, 

M(*'), N(') désignant les fonctions des autres racines, hormis la 
racine o/ , choisie arbitrairement parmi les racines o^, a,, 03... 
Par conséquent , si dans la fonction exprimée par rapport 
aux coefficients 

9 = Ca!"^ a^^ a^^ . . . an^*" 

on remplace les coefficients a^ , a,, an , par leurs valeurs [29]^ 

on aura 

[30] 

q) =2 a. %V...=2C( M^^> a^^-^'T ( M^'^^a, + ^^""'î^ 

et le plus grand exposant dont sera affectée la racine quel- 



— 17 — 

conque olj sera la plus grande valeur de la somme des expo- 
sants 

^I + ^ + ^3 + • • • ■+- Xit 9 

qui devra être égale à la valeur maximum, des exposants 
p, ^, r , . . . , que nous appellerons , pour plus de clarté , ir. 
D'un autre côté, la' somme Xi+^ + X9-f--.. + Xn, représente 
précisément le degré de la fonction % considérée par rapport 
aux coefficients ; donc le plus haut degré de ces termes, ou , 
en un mot, le degré de la fonction, sera bien égal au plus 
haut exposant de la fonction donnée des racines. 

L'autre partie du théorème se démontre avec la même fa- 
cilité. Supposons que les racines a, p, t, . . • deviennent res- 
pectivement fex, Ap, At, . . . ; la fonction <p deviendra 9 ftp-^-^-^^-^■ .; 
mais en même temps les coefficients de Téquation proposée se 
seront changés en 

et ils auront gagné autant de facteurs h qu'il y a d'unités 
dans leurs indices. Par conséquent, chaque terme de la 
fonction <p des coefficients aura gagné le facteur 

n faudra donc bien, pour que l'égalité [27] continue à 
subsister, que l'exposant de h dans le second membre soit 
constant et égal précisément à la somme des exposants des ra- 
cines dans le premier. 

Bemabqub. La fonction Xj + 2x, + 8X3 + . . . + nXn , c'est- 
à-dire, la somme des produits des exposants par les indices 
des coefficients appartenants à un même terme d'une fonction 
donnée, joue un grand rôle dans l'analyse que nous allons 
exposer, et en général dans tous les développements réels ou 
symboliques des fonctions. Il sera donc convenable, pour 

FaI dz Bruno — Théorie des formes binaires. 2 
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mieux préciser et faciliter par suite le raisonnement, de lui 
assigner un nom spécial. Nous rappellerons le poids de la 
fonction^ et quand ce poids sera constant, nous dirons d'a- 
près M. Cayley que la fonction est isobarique. Ainsi, dans le 
cas actuel, on dira simplement que la fonction <P des coeffi- 
cients est isobarique et de poids p + î + r -{- . . . 

En se rappelant ce que nous avons dit au N. 3, on en con- 
clurait aussi que la fonction q> des sommes s est isobarique 
et de poids p + î + r + • • • 

Nous appellerons aussi équipollence la propriété dont jouit 
une fonction d'avoir son poids constant , c'est-à-dire, d'être 
isobarique. 

Application. Prenons , par exemple, la fonction 2<»* P. Ici, 
le plus grand exposant est i^ = 3, et la somme des expo- 
sants p4~^ + ^+-«' = *- Donc la fonction des coefficients, 
qui la représente, sera de degré 3, isobarique et de poids 4. 

Donc elle sera de la forme 

Aa*ja, + Bajûa -|- Ca\ -f- Da^. 

Les coefficients numériques A, B, C, D pourront se déter- 
miner de plusieurs manières. On peut se servir des sommes 
des puissances semblables, si elles sont connues, en y négli- 
geant tous les termes qui seraient d'un degré supérieur à 3, 
conune on aurait pu le faire dans le cas de la fonction 2a*P*T, 
traité ci-dessus, si l'on avait connu le théorème en question. 
On peut encore employer des équations dont les racines soient 
connues. Ainsi, les équations 

a?*— 2=0, a?*— 2a?-fl=0, a^— 3a?*-l-ar+l=0, a?*— 2a?'-[-l=0 

nous auraient fourni les équations de condition 

C = — 2, 4A + C = 2, 27A-f3B + 9C = 0, D+4C = — 4; 

d'où A = l, B = — 1, C = — 2, D=4. 
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Si Ton introduisait de nouveau le coefficient ao, alors 9 de- 
viendrait 

[31] 9 = [^) ^^Ca,'' a.'* a,^ a,'» . . . «^% 

et Ton pourrait énoncer le théorème précédent sous cette 
forme : 

La fonction q> , par rapport aux coefficients ,est^ à une 
puissance près de ao, homogène et de degré ir, isobarique et 
de poids p + q + r . . . 

tt.RBMÂRQUB. Si au lieu d'exprimer les fonctions des racines 
à Taide des coefficients on exprimait les combinaisons des 
coefficients à Taide des fonctions symétriques des racines, on 
trouverait des propriétés analogues ; c'est-à-dire, que le plus 
grand exposant qui figure dans ces fonctions ne peut pas 
dépasser le nornbre des coefficients qui figurent dans la 
combinaison^ et que le nombre des racines est au plus égal 
au poids de la combinaison (*). Cela résulte encore de ce que 
les coefficients de Téquation proposée sont des fonctions li- 
néaires par rapport aux racines. Ainsi soit 

p p r t 

^1 a, a, . . . a^ 
la combinaison donnée. On aura évidemment, en appellant ir 
le poids de la combinaison = Ip + 2g[ + 3y'-|- • • • + ^i 

^î'^« «3 '(^l =(— I)*(2a)^(2a,aj'(2aiaja8r...(2aia,a8... a/; 
et comme, au plus dans le développement des produits, chaque 
racine ne pourra se répéter qu'autant de fois qu'elle se trouve 
dans chaque 2, et que d'ailleurs par les mêmes raisons d'au- 
paravant les deux membres doivent être isobariques, il en 
résultera évidemment la propriété énoncée. Ainsi on aura 

/ + a, = 2 «lO, 
— a» = 2 Cl 

(») C« théorème est dû à M.' Cayley (v. Philosophical Transactions, 
1857); et Ton aurait pû,*toiit aussi bien, en faire dépendre le théorème 
da N. 5. 
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— Ûîj = 2 otiCiias 

— a^a^ = 2 a*!», + 32 ai^aa 

— a3^ = 2 a\ + 3 2 a^a^ +6 2 a^ajO, 

a 4 = 20ia,a3a4 

«3^1 = 2 a*ia,a8 + 42 «iai«304 

a\ = 2 a*iaS + 2 2 a'ia,a3 + 62 aïO^Oja, 

a»a\ = 2 a'i», + 22 o*ia% + 52 oSc^aa +122 010,0304 

a\ = 2a'i+42«'ia, + 62o\a% + 122a\o,03+242aiO,030, 

Il est aisé aussi de voir que, comme les deux membres doivent 
être isobariques, soit par rapport aux coefficients qu'aux ra- 
cines, il y aura dans chaque groupe d'équations le même 
nombre de combinaisons de racines à droite qu'il y a de 
combinaisons de coefficients à gauche, c'est-à-dire, qu'il y a 
d'équations. Donc chaque groupe fournit un système d'équa- 
tions linéaires par rapport aux fonctions <p, propre à déter- 
miner n'importe quelle fonction <p de poids donné. 

Ainsi on pourra tirer de là successivement 

2aia,08=—Û3> 2a%a,=— «i^j+Sag, 2«'i=— a^+3a^a,— 3^3. 

7. Si on avait à calculer la fonction symétrique <p (a), «(^ 

désignant une fonction entière de a d'un degré quelconque, 

on pourrçiit se servir du théorème suivant dû à M. Cauchy. 
Théorème. La fonction symétrique 2 9 (a) étendue à toutes 

les racines de f (x) est égale au coefficient de x" dans le dé- 
veloppement de — rpj — . 
DÉMONSTRATION. En cfiFet de l'équation 

on déduit, en supposant 9 (a?) = e (^) (a?- a) -j- 9 (ce) 

(*] Quelques-uns rattribuent À M.' Transon {Nouvelles annales de 
Mathém, t. 9)\ mais bien auparavant, en 1826, M. Cauchy dans un magni- 
fique Mémoire inséré dans Bes Exercices de Mathématique, Tavait donné 
comme cas particulier de ses formules générales du Calcul des résidus» 
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=H'(^)4--29(à) f- .... 

V (^) désignant une fonction entière de œ^ d'où résulte évi- 
demment la proposition énoncée. 
Observons en passant que si Ton pose 

<p(a)=22>.a' 

on aura encore d'après la formule [12] 

29(a)=— 2&^^D log(ao + aiy+ . . . .)y=o 

ou bien, en posant ib^=V* 

2q>(a) = -log(ao + a, &' + «,&'» 4-a3&'»+ . . . ) 

en supposant toutefois qu'après les opérations, on change 

les exposants en indices, c'est-à-dire b^ en W^, 

Ce qui précède suffit pour calculer avec assez de facilité n'im- 
porte quelle fonction symétrique des racines. Et Meyerhirsch 
{V. Sammlung von Aufgdben aus den Théorie der algebrai- 
schen Oleichungen)^ avec moins encore de ressources avait 
déjà en 1809 calculé toutes les fonctions symétriques jusqu'au 
dixième ordre. Mais depuis quelques années, grftce aux tra- 
vaux surtout de Cayley et Brioscbi , nous possédons des 
moyens plus prompts et plus sûrs pour arriver au résultat, 
moyens fondés sur des propriétés nouvelles des fonctions sy- 
métriques que nous nous proposons d'exposer. 
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§11. 



Dériirées partielles des fonctions symétriqtaes 
par rapport aux racines et aux coefficients. 



8. Les dérivées partielles d'une fonction symétrique prises 
par rapport aux racines ou par rapport aux coefficients ou 
par rapport aux sommes $ ont entr 'elles des relations remar- 
quables , qui jouent un grand rôle dans leur étude, et cons- 
tituent autant de propriétés des fonctions symétriques que 
nous allons successivement démontrer. 

Quatrième propriété. La fonction <p envisagée succès- 
sivement comme fonction des coefficients et comme fonction 
des sommes s satisfaite Véquation aux dérivées partielles, 

DÉMONSTRATION. On a eflFectivement 

r^-^l _^_^ dOi.da^ ^\É2 f?E?4_ • ^ ^n , 

l^j ^^ _^^^ ^^ -f-^^^ ^^ -t-^^ ds ^ "'^ da de' 



ddi das /la, dtti An^ ddi da^ 

[34] _i :— _î îz* J î z^ 4- J .* ? 

^ ds dai rf* ' rfttj ds ^^ ' ' ' ^^ da ds ' 

r r r n r 

D'ailleurs, 
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da 



car j- se réduit au coefficient de j:;» - « dans l'équation 



da 



multiplié par — 1, produit marqué par le second membre (*). 
Au moyen de cette dernière équation, il viendra 

r r r r r 

le signe "Z s'étendant à toutes les valeurs entières de h depuis 1 
jusqu'à n; ou bien, en faisant les sommes indiquées, 



dSf. 



^dSi 






de là on- tire évidemment 



[35]' 



— = — — a 

ds r 

r 



pour i> r 



da 

r 

ds 



1 
r 



pour f = r 



(fa 



' = 



ds 



pour f < r. 



En ayant égard à ces valeurs , la [33] deviendra précisé- 
ment la [32], qu'il s'agissait de démontrer. 

Remarque. De l'équation [35] on tire cette autre qui nous 
sera utile dans la suite : 

« 

_, ddi j^ 
[36] 2, ^- o, = - (s^^...,-i- a, 5^^ ..,+ . . . + a,, s^ ). 



(*) Les eoefflcients a étant linéaires par rapport aax racines. 



da 
Ta 



représente le coefficient a. priyé de la racine a ou la combinaison i — 1 
àt— 1 des racines excepté la a^, c'est-à-dire, le coefficient de aj"""^"^»'"'^ 



= œ 



«— i 



mnltipllé par 



^-r := — 1 dans léqaation =: G. 
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En effet on a en vertu de Téquation citée, en la multipliant 
par a^ et en sommant pour toutes les valeurs de l'indice l. 



"2— a* = 
dai ' 






dont le second membre est identique avec celui de Téquation 
précédente. 

O. Cinquième propriété. En désignant par p la somme 
des exposants des racines dans la fonction <p, on a: 



[37] pfp^ 



. 


a, 

• 


2a, 


3^3 . . . pOp 


^'dsi 


1 


0, 


«« •• • «p_i 


dSt 





1 


Ot ■ • ' %_i 


dSi 








1 • • • <*p-3 



^^ 
dtp 







. . . 1 



Dbmonstbation. Par suite de réqaipoUence de la fonctioq <p, 
on a 



[381 
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et réquation [32], en y faisant successivement i(* = 1, 2, 3, . . . p, 
noos donne les équations suivantes 



[39] 



è+-+«,-.g+2t=». 



En éliminant -^^ -^ * • • ' ^ de ces équations et de 

la [38], on obtiendra la formule [37]. 

Cette formule n'est que Téquation [21] sous une autre 
forme. Ainsi, elle n'est pas plus propre à faciliter les calculs 
des fonctions symétriques. Au contraire, la relation [32] et 
ses semblables, qu'on en déduira en faisant varier l'indice, 
peuvent utilement servir à déterminer les coefficients numé- 
riques de la fonction <p, une fois que sa forme nttérale aura 
été écrite d'après la quatrième propriété.* Nous empruntons à 
ce sujet un exemple au mémoire de M. BrioschiC*), à qui l'on 
doit les deux théorèmes ci-dessus. 

Application. Soit à calculer la fonction <p = 2 a\ a'^ a, , 
en fonction des coefficients. La forme littérale sera: 

9=Aai*aj-|-Ba|*ae+C«i*aîÛ4+D«i*«5*+Eaia7+Faja,a5+ 

Ga,a,a4+I«t« V4+Ha,ae-f-Ka*ta4+La3a5+Maja*3-f Na^+Pag . 

L'expression en termes des sommes $ est d'abord 

<P = SiS^S^ — 5*4 — ^3^5 — S^S^ -f- 2^3 ; 

d'où 

^ as, dSi ds-i dSi 

C) AnnaUs de Tortolini - Rome 1854. 
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fonctions que nous supposons connues d'avance. Alors les 
équations que Ton déduira de la [32], à savoir : 

dtp . d(p I rf<p , ^^ dqi , ^ dtp -. 

^ + a,jL4-... + a, 4^ + 4^ = 0, 

rfa? ' d<h dsn ' 

fourniront les équations de condition entre les coefficients 
indéterminés A, B, C, . . . propres à les déterminer. En pro- 
fitant ainsi de ces relations et des tables, page 27 e 28, on aura 
les équations 

•A + C — 3 = 0, 2D + Q + B + 3 = 0, I4.K + F + 9 = 0, 



2M+L-1-H — 15 = 0, G + 2N + E — 3 = 0, L + P + 15 = 0, 

E + P + 7=0, P + 16 = 0; 

d'où A=4, B = --9, C = — 1, D=— 2, E = 9, F = — 10, 

G=10, 1=1, H=16, K=0, L=l, M=~l, N=— 8, P=— 16. 

MO. C'est à l'aide des diverses méthodes,que.nous avons expo- 
sées jusqu'ici que nous avons calculé, déjà en partie en 1856, 
les valeurs de quelques fonctions symétriques, que nous réu- 
nissons ici dans deux tables pour l'avantage des lecteurs. 
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Table des fonctions $ pour les dix premiers degrés 

(on suppose Oq = 1). 

^1 = — «1» 
5, = a*, — 2a, 

5s = — a', + 3aj a, — 3a, 

^4 = a\ — 4a*i a, + 4ûît «s — 4a4 + 2aV 

5j = a*i + 5a'| a*, + 5a|a4 — Saaa'i — Saia*, -i-^a^a^ — Sa^; 

5, = a*, — 6a\ a, -f ^'t ^a — ^^S ^4 — 12ai a, a, + 6a, a^ 
+ 6a, a» — 6ae + 9a\ a\ — 2a% + 3a*8, 

^7 = — a\ +7a*| a, — 14a*, a\ + 7a, a', — 7a\ a, 

+ 21a*, a, a, — 7a*, a, — 7a, a*, 4* '^'t ^4 — l^i ^i «4 
+ 7a, a4 — 7a*, a^ + 7a, a^ + 7a, a^ — la^. 

5, = a*, — 8a«, a, + 20a*, a*, — 16a*, a\ + 2a\ + 8a», a, 

— 32a', a, a, + 24a, a\ a, + 12a', a*, — 8a, a*, — 8a*, a4 
4" 24a*, a, a4 — 8a*, a4 — 16a, a, a4 + 4a*4 + 8a*, a^ 

— 16a, a^a^ + 8a, aj — 8^*, ac-f-8a, ae + 8a,a7 — 8a,, 

5, = — a^, + 9a', a, — 27 a% a*, + 30a*, a*, -^ 9 a, a\ 

— 9a*, a, + 45a*, a, a, — 54a*, a*, a, + 9a*, a, 

— 18a*, a*, — 27a, a, a*, — 3 a*, + 9 a*, a4 — 36a*, a, a4 
+ 27a,a*,a4 -|-27a*,a,a4 — 18a, a, a4-- 9a,a*4— 9a*,a5 
+ 27a*, a, a, — 9a*, a» — 18a, a, aj + ^^^4 a» -|- 9a*, a, 

— 18 a,a,a, + 9a8ae — 9a*,a7 -{- 9 a,a7 + 9 «i^s — 9 a,, 
5,^ = al" — 10a*, a, + 35a*, a*, — 50a*, a*, + 25a*, a*, — 2a*, 

+ 10a% a, — 60a*, a, a, + 100a', a*, a, — 40a, a*, a, 
4- 25a*, a*, — 60a*, a, a*, + 15a*, a*, + 10a, a\— 10a*, a4 
-f- 50a*,a,a4— 60a*, a*,a44-10a*, a4— 40a*,a,a4+60a,a,a3a4 

— 10a*, a4 -f- 15a*, a*4 — 10a, a*4 + 10a*, a, — 40a*, a, a, 
4- 30a, a*, a, + 30a*, a, a^ — 20a, a, aj — 20a, a4 a, 4- Sa*^ 

— 10a*, a, 4- 30a*, a, a, — 10a*, a, — 20a, a, a, 4- 10a4 a, 
4- 10a*, a7 — 20a, a, a7 4- lOa, a7 — 10a*, a, 4- 10a, a, 
4- 10a, a, — 10a,o. 
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Table de quelques fonctions symétriques les plus simples 

(on suppose Oq = 1). 

2a*PT=aia3 — 4a4 

2 a* p* = a%- 2a,a3 + 2^^, 

2 a'P = a*i^, — ajag — 2a\ + 4a4 . 

2 a'P* = — ûja*, + 2a%a8 + ««^^3 — 5a^a^ + Sa^ , 

2 a* p = — a%a, + a*ia^ + 3a|a% — Sa^a, — UiU^ + Sa^ , 

2 a' p* T = — ût,a8 + 3aia4 — Sa», 

2 a' Pt = — «*i«8 + 2a,a8 + a^a^ — Sa» , 

2a*pT6 = — û^iûi + Sas. 

2 a* PT=a%a8--3aja,a8+3a*3+2a,a4— a4a%--6ae+aia5, 
2 a^ p*=a*ia%-— 2a%-Ha|a,a8— 2a'4a3— 3a*3+2ata4+2a*,a4 
— 6aja5 + 6ae, 

2 a' p* T = <3Ji««Û8 — 3a%+^j^4 "" 3a*ja4 -f-'^i^s — 12 «e > 

2 a' p^ == a\ — 3aja,a3+3a*ja4— 3aia5+3a% — 3a,a44-3ae . 

2 a* p'^ = — a\ai~{-3a^a^a*i-{-asa\ — 3a4a\ — ^a^^ai -j-ia^a^af^ 

2 a' p* T*=— ûVi4-2«4ajai -2a5a*i-}-«4Ût3 -3a5a,+7aeai -^a^ , 
2 a* P*T= — a8a,a*,+2a3a%-|-a*8ai+3a4a'j--8a4a,aj — 3a5a*| 

2 a* P^=a*4a%— 2aS— 3a3a,a% +6a,a\aj+3a*3a*i+3a4a\ 

+8a*iae — 4a*44-7a3a5— 8a,ae— Sa'ai +8a3. 
2a«p«T*&* = a%— 2a3a5+2aea, — 2a7ai--2a8. 
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II. Sixième propriété. La fonction <p considérée comme 
fonction des sommes s satisfait à Véquation aux dérivées 
partielles. 

Multiplions en effet les équations [39] respectivement par 
Si^ s^y . . . S et ajoutons-les à Téquation [38], il viendra 

et en ayant égard aux équations [7] et [38] on trouvera Té- 
quation [40], qui prouverait TéquipoUence de la fonction par 
rapport aux fonctions s^ en partant de celle par rapport aux 
coefficients a, si on ne Tavait pas déjà démontrée directe- 
ment N. 3. 

t9* ScpClèBie propriété. La fonction <p considérée 
comme fonction des racines et des coefficients satisfait à 
Véquation aux dérivées partielles. 

'«'SjS=-["-iïr+<-»°-ls+--+"'-&]- 

DÉMONSTRATION. En effet puisque 

^<p (ftp da\ , <fq> dat . d<p dOs , , dqt ^^n 
da^ ddi da^ ^ da^ daf ^ da^da^ t -* i ^^^^ ^ç^.i 

en vertu de Téquation [35] on aura en général: 
Par suite et par les relations [7] en faisant varier i de o à n : 
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Corollaire. En posant comme avant 



<p = 2a%'/ 



on aurait 



=— pS^ p T.-. — ^2® P T...— r^/p't ... etc, 
Exemple. Comme vérification soit 

<p = 2a» p = a*, a, — • ûi as — 2a*, + Aa^\ 



on aura dans ce cas n = 4, i> = 3, g = l 

^-=2a,a,~a3, arfl; = -^" 

2 a* p = — ai a, + Sos , 2 a' = — a^ + 3a, a, — Sa^ , 
et on trouvera: 

mais en même temps le second membre deviendra 

—^^ =i=— 32a«p-32a'=— 3[(3a3— a,a^) — a*,+3a,a,— 3a3l 

=— 3(— a\+2aia,)=3a%— 6a,a,. 

Comme on voit ce théorème permettra de calculer une 
fonction symétrique donnée, lorsqu'on suppose connues les 
fonctions symétriques d'ordre moindre. 

13. On peut arriver à la même équation [41] autrement. 
On trouve aisément en vertu de l'équation /lix)=0 
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OÙ r peut avoir toutes les valeurs, 1, 2, 3 . . . n. 

Si on multipUe successivement toutes les équations qui pro- 
viennent de ces diverses valeurs de r par 

n(n — l)a,, (n-.2)a,, . . . a^^^ 

il viendra Téquation 
[43] 

Multiplions-la par -—-successivement en donnant à i les di- 
verses valeurs ci-dessus, il viendra comme avant :C) 

n^+(n-l)a,-^+... + a ,^2:^ = 0. 
rfai ' ^ ' * éto, ' ' n-i rfa,» ' rfai 



(•) On peat raisonner encore plus simplement ainsi. 
Si l'on change œ enx + h, et si on déyeloppe la fonction qp selon les 
poissances de ft, qp se change en 

9-2 j^ h + 

D*aQtr6 part les coefficients de Téquation proposée ai, <**> ^i 

seront deyenus respectiyement 

Al =: ai + nh 

A, = 03 + (n — 2) a, A + . . . . 



A, = a^ + a^.i h + 

De sorte que si Ton déyeloppe la nouyelle fonction <p (Ai Ai* . . A,^ ) 
exprimée en fonction des coefficients de Téqaation proposée, on aura 

,(A., A,. A.) =,H- ( n||- +(n-l) «.||+(,^l)a,|j+...+^) /i+.. 

En comparant les deux expressions de la transformée de 9 et en éga- 
lant les coefficients de h^ ou retrouyera Téquation [4]]. 

Si les coefficients ayaientla forme binomiale, alors Téquation 141] de- 
viendrait : 
Vi dm I dm ^ dm ^ dm d \ 

LjdOi \««i »«i * da^ ' • n—l da^ ] 
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14. Cette même équation [43] nous amène à une autre pro- 
priété intéressante des sommes des puissances semblables des 
racines. 

Multiplions-la en effet par a|^' et faisons l'addition de toutes 

les équations qui en résultent, il viendra: 

relation élégante qui fera connaître immédiatement s d'a- 
près s^_y (') 

15. De la relation [32] 

dOr ' dOr-t-l dOr^i n-r da^ ' dSr 

on peut encore déduire d'autres propriétés intéressantes de 

la fonction 9. Ainsi on obtient, en la multipliant par s^ et puis 

en échangeant r et ^ en r + 1, {-{-l et en ajoutant 

les équations jusqu'à i-\-n—r 
[45] 

éftr% 

Si on y suppose ^ = au moyen des équations [7] il viendra : 

(«1 „^+(«-l)a.3^+...+m_^ 



(*) Il BufiSrait du reste de faire 9 =s^y. dans Téquation [41]. 
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De réquation [45] en posant i =: r = 1 on déduit encore 
[47] 

ce qui exprime TéquipoUence de la fonction par rapport aux 
coefficients et par rapport aux fonctions s^ comme nous avons 
déjà appris (N. 11). 
Posons r = l dans Téquation [46]; il viendra 

[48] 

dai ' ' f^i dan L dSi ' * ds^ ^ ' n-i(^»J • 

Lorsque q> = s^^ tous le termes du second membre dispa- 

ds 
raissent, excepté ^^^^i^i et on retombe sur l'équation [44]. 

i&. HaitièBie propriété. La fonction q> satisfait adé- 
quation aiuc dérivées partielles 

oà\. désigne généralement la fonction 

DÉMONSTRATION. On a, cu effet, 

dok dax dau da% , dau dan i 

itoi aa* ' da^ dcLM dan dak 

dak da% . rfa* efgj , , dau dan ^ 

SôT ^«< ÂS7 ^«< n~ • • • T" ^^^ ^^^ — 

Donnons à Tindice l toutes les valeurs 1, 2, 3, . . ., n dans 
cette dernière équation, en la multipliant successivement par 

FaX db Bbumo — Théorie dêt forme$ btnatrts. 3 
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• • » • 

a| , Og , «3 , . . . , a^ , et sommons. Alors, en ayant égard à 
la première de ces équations, il viendra 

dai dat "« ^da^ -^rfa^ ' ' ' don dat ' » 

Mais généralement 

comme on peut le voir par Téquation [36] 
En substituant, on aura 

équation importante trouvée par Raabe C). 

Multiplions maintenant cette équation par -^ ^ et sommons 
toutes les équations que Ton obtient en faisant varier l'indice 
de t = l à k = n; il viendra l'équation susdite [49], en 
observant seulement que 

dtp ddk d?<p 

doLk ddi ddi 

Lorsque ^ = 1, on aura, en supposant que p soit le poids 
de la fonction <p, 



et conmle 



il viendra 

ce que Ton savait déjà. 



(*) Journal de CrelU, Tome 48. 
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Pour <=0, on a 

^et ron retrouve Téquation 

Pour <=2, il vient 
car 



Exemple. En posant q) = 2 «*?=—«!«« + 3a8, on aura 

par la [52] 

2^a8p+22a«p»= 

(-a\+2a.)^+(-a,a,+3a3)g+(-«t«3+4a,)g 
=2 (a\a,— a,a,— 2a%+4aJ +2 (a\ — 2a,a8+2a^ ), 

et les valeurs entre parenthèses sont précisément les valeurs 
de 2 o^Pi 2 a«p*. 

En posant i = dans Téquation [51], on retrouve Téqua- 
tion [43] 

et, si Ton pose a. = — — + i|i, il vient 



« . 



Mais cette équation, en vertu de [40], revient à celle-ci: 
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doDC i|i sera une fonction des difiërences des racines. De là 
résulte cette propriété élégante» que toute racine d'une équa- 
tion exprimée en fonction des coefficients aura la forme 

^ + une fonction des différences des racines. 

16. Après avoir exposé les principales propriétés dont jouis- 
sent les fonctions symétriques, nous dirons encore quelques 
mots sur une méthode donnée en peu de lignes par Gauss 
dans les Annales de Gôttingue^ i8î6, et à laquelle on peut 
avoir encore recours pour calculer les fonctions symétriques, 
méthode que nous avons été invités à faire connaître. Si à 
rheure qu'il est elle n'est plus aussi utile que les autres que 
nous avons exposées au point de vue de la rapidité des calculs, 
elle servira du moins pour l'histoire de la science. 

Observons d' après lui que, eu supposant, ce qui est toujours 
possible, p > g > r >. . . , on pourra de la fonction So^'P^t'^. . . 
soustraire un produit des coefficients de l'équation proposée 
tel que dans la différence les racines n'existent plus à la puis- 
sance p. Il suffira à cet effet de prendre le produit a^'^a^'^^a^'*.,. 

En effet on a, au signe près, 

«r 4"<Ç • • • = (Zaf'U oP)^(2aPTr . . . ; 

et par coiiséquent, comme dans ce produit, une fois développé, 
se trouvera évidemment comprise la fonction proposée Sa^pY—, 
il s'ensuit qu'on aura réduit cette fonction à une autre d'ordre 
moindre. En opérant sur la différence comme avant, on ré- 
duira encore celle-ci à un ordre moindre. On finira ainsi par 
tomber sur des fonctions symétriques linéaires par rapport à 
chaque racine, qui seront les coefficients mêmes ai, a„ a,,...; 
et alors il sera facile de trouver la valeur de 2 a'P^/. • . 
Exemple. Soit^ci'PT 1& fonction proposée. Le produit 



-37 — 

cherché sera a^ a^ a^ =. a^a^\ et on aura aisément et suc- 
cessivement les équations suivantes 

X à^prb — Z a Z oPt^ = — 5aPT^€ , 
ZoVt — I ap Z opT = — (3 Za»PT^ + 10 o»^ht). 

De ces équations on tire tout à la fois 

2 o^pri = — «,«4 + Sa» , 2 ct'P^T = — «1^8+ 3ai«4 — S^s» 
et enfin 



(*) Noos bornons les calculs à af^h€, puisque nous savons maintenant, 
ce qu'on ignorait au temps de Qauss, que le poids est 5. 
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S in. 



Fonction génératrice de Borchardt. 



IV. ThIeorèmb de Borchardt. La fonction symétrique 

^5 qu'ici'* tt?s «'♦» 

où ai,cts,a3,...,a^ 

sont les racines de Véquation 

[1] r{œ) = a?"+ a,x^'+ a,a;"-*+ + «„= 0, 

est le coefficient du terme 

1 « ' ' ' ' n 

dans le développement^ suivant les puissances décroissantes, 
de V expression 

[2] 

oà par TT (t|, t„ tj, . . . , tû) on entend fe produit de toutes 
les différences des quantités t. 

Ce théorème est la conséquence d'un autre que nous al- 
lons démontrer. 
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■S. Théorème. Si Ton pose 



W D = 



(«i-ûil» (<.-«.)' (<i-a»)» 

1 1 1 

«t-aO« (<,-a,)* «,-08)* 

1 1 1 

(^-aj* (fe-o,)* (^3-"-^' 



1 



1 



(^n-Oi)* (^n-o,)» (^•-aa)^ 



p] 



A = 



#1 — Œ4 ^i — Oi ^1^^ 



1 



1 



1 



^f— «i ^1— «it ^— Os 



fc— Œf ^y— «k ^r-Œs 



#«-«1 ^n— «» ^1»— «8 



1 



- 1 

(^«-On)* 

1 

(^8-Ch.)* 



1 



l^n-a»)* 



1 



^1—- an 



^— an 



fe—an 



1 



^n-On 



on aara 

[q D = TA. 

DÉMONSTBATiON. Il est d'abord évident qne le dénominateur 
commun des deux membres de cette équation est 

Ensuite il est aisé de remarquer que les deux déterminants 
D et A sont tous deux divisibles par les produits 

n (<„ u, <„..., g = (^ - ^) {t, - g . . . (g - g, 

n (o,, a,, a,, . . . , aj = (a.- a,) (a,^ a,) . . . (a^^- a^). 
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Car par Tune quelconque des hypothèses 

les deux déterminants s'annulent. 
C'est-ce qui se voit aussi directement; car on a 

1 1 _ (ci — Cl) (2^i — ai— Oj) 



JL 1_ — ^a a\ ^ 

<i- a, ^i-o, - ^ * ^Uti- ai) (t, - a.) 



(^i-aj* (^- Oi)» — ^'* '«^ (^1- aO* (^- a.)« ' 



^ -7^=(^-«i) 



Ainsi , comme, d'après un théorème connu, le déterminant 
ne change pas quand une colonne ou une ligne devient égale à 
la somme ou à la difiérence de deux colonnes ou de deux lignes, 
il s'ensuit que les différences quelconques, a— a,, ^^— tj en- 
treront en facteur dans les deux déterminants. Ainsi D sera 
généralement de la forme 

D = ^„ M=n(^,<„t„...,<jn(ana„....,aJM', 

M' désignant une fonction des t et des a à déterminer. 

Pour se rendre compte de la forme de M^ considérons le 
cas spécial de n = 3.(*) 



(*) La démonstration qui suit est due à M. Cayley. 



On aura alors 
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D = 





1 




1 


1 




(^ 


-0)» 


«. 


-w» 


(«.- 


T)' 




1 




1 


1 




{t 


-a)» 


«• 


-w» 


«1- 


T)* 




1 




1 


1 





(^8-a)M^3-P)* (^3-T)« 



M 

N5' 



en posant 



N=(^-a) (^-p) (^-T) (<,-a)(^-p) (^-T)(^8-a) (<s-P)(<8-T). 

Évidemment M est une fonction rationnelle et entière de 
degré 12 de ^^ '«, ^si ^«P^T prises ensemble, et de degré 4 par 
rapport à chacune de ces quantités séparément. Mais M s'é- 
yanouit pour <, = <, et a = p, t, . .. . , et par conséquent elle 
est, comme nous avons déjà remarqué, de la forme 

^ = (t,-t,y(t,-t,) «.-g(a-p)(a-T) (p-T) M', 

où M^ désigne une fonction du 6« degré par rapport à toutes 
les quantités prises ensemble, et du 2® degré par rapîport à 
chacune d'elles. 

Pourtant la fonction M', considérée successivement comme 
forme du 2* degré par rapport à t^^ t,, ^a, peut être considéré 
successivement comme fonction linéaire des produits 

(par rapport à ^), (<rP)(^-T)=a?i,(^-a)(<,.T)=a?„(<,-a)(f,.p)=a?„ 

(par rapporta ^), (^-P)(VT)=y„ (<ra)(^-T)=î/„ (Va)(*rP)=y8, 
(par rapport à g, (tMh'f^^z,, (<3-«)(<,-T)=;2:„ (Va)(^-p)==;ï„ 

produits que nous appelons, pour abréger, â!?i,û?„û7„î/i,i/„etc.; 
car cette fonction ne doit pas changer par réchange des 
racines (a, p), (a,T), (P, ï), entr'elles. 
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On en conclut que M' sera représenté par le produit 

X, jyi, V, etc. désignant des coefficients numériques indéterminés. 
Mais ces coefficients indéterminés, doivent être égaux en 
passant d'une fonction à l'autre : car la fonction M ne change 
pas par réchange de ^i, t^^ t^ entr 'elles deux à deux, ce qui 
revient à dire, par l'échange entr'eux des systèmes 

Donc M' sera de la forme 
(\x^ + M^, + va?,) (Xy* + W, + V1/3) (\z, + }iz^ + yz^; 
mais M' ne peut pas contenir de termes de la forme 

^1 Vi ^1 1 ^i Vt ^1 ï ^1 y t ? • • • ? 

parce qu'alors elle serait d'un ordre supérieur à 2 par rapport 
à quelques-unes des quantités a, p, t; donc les seuls termes 
admissibles sont les termes en X)iv. Donc, en posant X)iv=E, et 

^1 (y«^8 + î/8^«) + yi('2^t^8 + ^8^«) + ^i(^«y8 + ^8Î/t) = Q J 

ou 



Q = 






en convenant toutefois de changer dans ce déterminant les 
signes — en +» il viendra M' = K 9. 
On aura ainsi 

T, _ (ti-h) «.-fe) (<.-<,) (g-p) (tt-T) t(»-f) KQ _ . KQ 
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en posant, comme toujours, 

1 



A = 



1 1 1 



Mais observons que, en vertu de la valeur susdite de Q, on a 

111 



N 



^1— a ^i— P ^i— T 



1 



^t— a ^t— P ^,— T 



1 



O. 



en désignant ainsi, pour un moment, une fonction formée 
comme un déterminant, à cela près que Ton changera toujours 
les signes — en +. 
Or ce déterminant ainsi formé n'est autre chose que 

'^"^Ij ih-a) (^,-p) (fe-T) • 

D'ailleurs, par la comparaison d'un seul terme des deux 
membres de Téquation, on trouve aisément E = l. Par con- 
séquent, D=:AT. C.Q.F.D. 

En raisonnant de la même manière généralement, on trouve 
que réquation susdite a toujours lieu. 

■•• On peut passer maintenant à la démonstration du 
théorème de Borchardt. Observons, en effet, qu'on a 

Tm^ yy / T \ 1.8 TT (^j, /j» <s» ' ' « < tn) TT (Ci, Ctj, a8,...,an) 



n II Boffit, pour le Toir, de diTiser le déterminant ligne par ligne 
soccestiTement par 

[tt-a) «.-W {«.-T) , [h-a] {tr-») (/,-T) , (/.-a) (<j-W «r-T), 
on bi«n d» le diviser tout à la fois par N. 
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Il suffit effectivement de se rappeller que la fonction A est 
divisible par toutes les différences^^ — <., a. — a., et qu'en 
réduisant ensemble tous les termes du déterminant au même 
dénominateur, on trouve, pour celui-ci, 

nti) fit.) nu) .... f(tj. 

Convenons nlaintenant de soustraire dans TT toujours t. de ^, 
si j<i^ ce qui équivaut à soustraire dans A une ligne 
inférieure de la supérieure. Alors, pour chaque combinaison 
le déterminant acquerra le facteur — 1 , c'est-à-dire que 
le déterminant acquerra le facteur (— 1)""?"» ^ étant le degré 
de réquation. 

Maintenant observons que le déterminant D peut être con- 
sidéré comme le résultat de la différentiation de A par rapport 
à toutes les variables t|, <«, ^at - . . , '^ , ou que 

car par ces différentiations successives on introduit le facteur 
— 1. 
Donc 

19] 

^-<~^' n («..<.,<, u ) ^ti ^'. ^'. •••^<. lAmt»):Atn )} 

Maintenant, si on développe la fonction 

suivant les puissances descendantes de t|, ^„ t^^...^t^, évi- 
demment la fonction 



2 af 'oj^a^ • . • a, 



n 
n 



-Po- 
sera asBOoiée au signe près avec le terme 



i}rijrw ■ ■ ih) 



car il suflSra, pour obtenir ce développement, de poser en 
général 

Mais, comme le second membre de Téquation [9] est exprimé 
en fonction des coefficients (a) de Téquation proposée, il en 
résulte qu'on pourra obtenir de cette façon n'importe quelle 
fonction symétrique à Taide du coefficient du même terme eu t 
du second membre. 

Par cette raison cette foûction a pris le nom de géné- 
ratrice. 

Son développement direct donnerait 






1 
an 



Ati)At^.. .Atn) 

OÙ Ton a généralement 

et Ton trouverait une fonction de cette forme 

, ^w<r*Q"^>.c^+i^(<i-2)g,i^*^r^cv...+2(f!-i)a;"»^ 

A^i)Ah) . . . yio 

où (0=1. 2.3... î. 

Nous ne donnons que les premiers et les derniers termes; car 
Texpression générale d'un terme quelconque offirirait des com- 
plications de calcul insurmontables. 
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90. Mais nous pouvons maintenant, d'après le désir exprimé 
par M. CayleyO, donner à cette fonction génératrice une 
autre forme plus propre aux calculs, lesquels, même par la 
formule [9], seraient tout à fait inabordables en opérant 
par des différentiations successives. 

A cet effet, observons que puisque, en vertu d'un théorème 
connu et en adoptant la convention ci-dessus pour TT, on a 



n(n.l) 



[10] (-i)^«n(<t,t„...,n = 



1 1 • • • V| 

s w • • • • va 



»-l 



n-1 



n-1 



^ ^n ^» • • • ^n 

la fonction entre parenthèses pourra s'écrire ainsi qu'il suit 






ti /,» 



ti' 



Ati) Ati) Ait) • * • Ati) 



1 



<i •<*» 



M-l 



Ah) /(W /(W ■ ■ • /(« 



t, 



f«-i 



et par conséquent, en différentiant successivement par rapport 
à <„ <„ ..., t , il viendra 



[11] 



)/{W . . ./(<« ) 



«i «1 






] 



_ -(-1) 



1.2 



n<im«i)' n*»)* 



A'i) A<i)-«y(«i) 2«/(*.)-<'in*i) . • • («-i)<r'M*.)-<i""V(«i) 



•-1 



f(tt) /t«.)-«ir(y 2«,A«j-*v(«i)...(«-i)«i /i«i)-«. TCi) 



•-I/-// 



/■(*• ) nu )-<« /•(«« ) itnntn]-fi»f(tn). .{n-i)trntn )-c TC» ) 



(*) Catlbt, a memoir on th« symmetrie functions. — Loadon,l^l. 
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et partant la formule [9] deviendra 



T = 



(if-l) (n+ti 



(-1) 



A«J-../ïgn(^,...,g 






m-i. 



M-l 



r(tn) fitnhtn A^ ) (*-1)CT(^ )-C'T(«n) 



et Ton remarquera aisément que le déterminant du second 
membre est divisible par 

et qu^ainsi, dans ce qui suit, le diviseur TT n'existe qu'en 

apparence. 

fit) p 

SI. En po8ant^=^ = 2--^, on pourrait encore écrire la 

formule de Borcbardt ainsi qu'il suit: 



[13] 

(-ir'n(^...gT= 



^1^''- 



pi 



n^ 



— <,2--;^,.(«-l)', - 



<. 



C's 



Pï 



ti 



P+i 



Pt 



^-^> l-<.2-r^,.-(n-l)r - 



.n-2 



</«■"' 



</.** 



n 



e's 



i»* 



t,'r' 



2r^,l-<„2-^,..(«-l)C- 



n 



n 



n 



Quoique cette forme soit loin d'être aussi convenable pour les 
calculs que la précédente [12] exprimée directement en fonction 
des coefficients, elle fournit néanmoins une métbode pour dé- 
velopper cette fonction suivant les puissances descendantes de 
'il • • • 1 *nï ^^^^ 1®^ coefficients sont exprimés en fonction 
des s. De là on peut conclure que la fonction génératrice de 
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Borchardt, qui en elle-même est une magrnifîque transformation 
analytique, ne saurait en pratique conduire à des résultats dif- 
férents de la formuleJ20], plus ancienne, et qui donne de suite 
la fonction symétrique exprimée en fonction des s. 
99. Application. Soient les équations 

Posons <4 = a7, 'i = y> *3 = ^; 
on trouvera directement , dans le premier cas, 

1 . 1 _2ay-(a+p)(a?+y) + 2qg 



ou 



(a?-a) (y-p) + (a?-p) (y^-a) [x-a) (a?-p) (y-o) (y-p) 

rn _ 2a^ûpy—àb(x+y)+2ae . 
"" {ax*+ hx + e) (ay«+ hy+c)'' 

et, par la formule de Borcbardt, 
ou bien, par notre formule [12], 



1 



ix-yl/lxl/Xy) 



A^hAafhx/'ix) 

f{y).f(y)'yf{y) 



[f{ai)fi!y)'Mf(y) + («'y)f(cfy'\ 

~ (x-y) fKx) f(y) 

2a^xy-Vdb{x+y)+ae 

Dans le second cas, notre formule donne, 

flx) /(xya^fix) 2x/(x]-aflf(x) 



T = 



— 1 



ix-y) (X'Z) {y'Z)f{x)f{y)f(z) 



ou 

[14] 



/'(y) /(y) -y/ (y) ^yAy)'t/'f[y) 

f(z) Azhzf(z) 2zAz)'^f(z) 

-(^-y) ix-z) [y-z)Ax)Ay)/iz) t = 

3aafl+2bse+c 2asci^+bûBl^'-d aoo^—c(x^—7dx 
3fly*+2Jy+c 2ay»+^y*.— ^ ay*— cy»— 2(fy 
3a^+2J«+c 2a^ + &^— rf az^ — cz^-Uz 



Posons A = (a?— y) (a?— 4^) (y— ;?) = — 



1 X 


a^ 


1 V 


y* 


1 ^ 


;s» 
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et généralement, poar abréger, 



- [1 œ" x'] = 



\ X œ 

^ y y 

\ z z 



on aura f(x) f{y) f(z) AT = 

= 6a»a?*f/f;j* | 1 a?i»* | — 12a'da;î/z | 1 xx* \ -{-Sa^d | la?*a?*| 
+6ad* I la?a?* I -f4a*&|l^*a?'l+4a&ca:2/;2;|li»a?* | '^2ab*xyz\lxod^\ 
+2aM I 1 a?û7* I — 2&c(« \lxx* \ +2ac« | la?*a?» | -f4acd 1 1 a?a;«| 
-j-odc 1 107*0?* 1 +2&cd \lxx*\; 

et, en observant que 

|la? a;* I = — A(o7 + î/4-^)» 

I la?*o?' I = — A(o?*-f-î/ + ^'2: + î/'2^), 

|1 o?'a?* I = — A.(o?*rl-y*4-:î*+a;i/4-^^+y^)î 

I I o:* a;* I = — A (or*i/*+î/*;5*4"^*'2* + 2^*^-2: + o;*î/^+'^*o?2/), 

\1 œ* x^ \ = — A.(X'\-y)(x-\-z)(y'\-z), 

on trouvera cette expression égale à une fraction dont le nu- 
mérateur est 



+4acd 


x-\-y-{-z 


+ 2aM 


^*+y'+^* 


+ 2(aM"fac«) 


a?î/ + o:;2; + î/^ 


+6(a*d-:a&c) 


•a?î/-î 


+{ahc-\-3a*d) 


^* (y+^) +î/* (^+^) + ^* (^+y) 


+2(a«c+a&«) 


oc*y2 + î/'^ojz -{-z^xy 


+ 2a*c 


oîV+^v+y*^* 


+ 4a*& 


a?V*^ + ^*^*î/ + î/*^'^ 


+ 6a» 


0?*î/*Z* 



et le dénominateur est f(x) f(y) f(z). 

FaX db Bbomo — Théorie dêt formes tinairat. 



I 
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On trouverait aussi, en retranchant une ligne de l'autre dans 
le déterminant du second membre de [14], que ce second 
membre se réduit à 



3a(x-\-z)+2I), 2a{œ*+z*'^xz)-{^(s>^z), a(x^+z^+x*z-^xz^) 

— c(x-{'Z) — zd 



3a;5«+2&^+c , 



2az^+bz^-d , 



az^^cz* — 2dz 



et on retomberait ainsi, après des calculs faciles, sur la valeur 
ci-dessus de T. 
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§ IV. . 



€k>iuitmction des tables des fonctions symétriques. 



*4L Les premières tables ont été publiées par Meier Hirsch 
en 1819 H; Fauteur y donne toutes les fonctions symétriques 
jusqu'à celles d'ordre 10. 11 les a calculées au moyen des 
fonctions des puissances semblables des racines. Comme il 
ignorait toutes les autres propriétés découvertes dans ces 
dernières années, on peut concevoir quels immenses calculs 
il lui aura fallu exécuter pour arriver à la détermination de 
ces fonctions. Aujourd'hui, grâce aux propriétés de Téqui- 
X)ollence de ces fonctions et aux équations aux dérivées par- 
tielles auxquelles elles satisfont, on peut de suite en écrire di- 
rectement la forme littérale, et puis calculer successivement 
et contrôler les coefficients par les diverses méthodes que nous 
avons exposées. 

M. Cayley qui a reproduit ces tables dans le Philosophical 
Transactions^ 1857, a remarqué d'autres propriétés qui faci- 
litent beaucoup la construction de ces tables et permettraient 
même de les étendre très-aisément. C'est ce que nous allons 
exposer, en y joignant quelques autres remarques qui peuvent 
aider beaucoup à la recherche des coefficients nujnériques. 



(*) Cette page était déjà prête pour rimpression lorsque j'ai appris 
et j'ai en effet constaté que Vandermonde dès 1771 était déjà en pos- 
session de la formule deWaring, et avait construit des tables des fonc- 
tions symétriques, sans pourtant faire connaître la marche des calculs 
qu'il a BuiTie. C'est donc à lui que revient la gloire des premiôi*es tables. 
Mais il faut avouer que celles de Meier Hirsch, plus claires et surtout 
accompagnées des démonstrations nécessaires, ont été plus employées. 
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Nous appellerons d'abord combinaison des coefficients le 
produit quelconque 



a 



In 8 /» 3 



mi 



a 



m. 



a 



"*3 



m' 

a ^. 

m^ ' 



qui figure dans l'expression d'une fonction symétrique. 
Si cette fonction est de degré l et de poids p, on aura 



[1] 
[2] 



m\ + m g + m'g + ... m'^ = Z, 



Cela posé, nous appellerons combinaison associée des racines 
le produit 



et, en supposant m^> m^>m^>. . .^ par ordre décroissant 
de grandeur, combinaison conjuguée le produit 



a f 



*~r-l"^r 



a f 



Iîlj-+-lll2"*- W*o-+- . • . -♦-Wl^ *Wj-+-Bio-*- . 



r (X r f a r 



V-1 • • • 



Exemples : 



Coibinaisons les eoefleients 


Conkinaisons associées 


Conliiiiusois conjurées 


(li(h(h 


a^i ct'j a*3 


I a^j a'i ag 


a*i a\ — di di tti di 


a'i a'j a*3 0*4 


Z a*i a*j 


à^i (h'=(^idiai(h 


a8j Qj 03 04 


Z a*i Os as 


a\a^ — a%a%(h 


a^i a»i a*3 


I a»i Oj 03 



Comme on voit, les combinaisons associées résultent des 
combinaisons des coefficients en changeant les indices en 
exposants, tandis que, pour les combinaisons conjuguées, la loi 
est moins simple O. Pour la retrouver facilement, remplaçons 



(*) Voici une méthode pour former facilement les coi^'agaées. On 
remplace chaque indice de la combinaison par une ligpie d'unités ; puis 
on somme les colonnes : les sommes serqiit les exposants des racines. 
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chaque lettre Oi par sa valeur en fonction des racines, que 
nous appellerons pour le moment a,p,T, ^ . . . , on aura 

«iOta,=(— Sa) (+2«P) (-SaPT) a%a\ = (2ap)*(2a)% 

«•|a8=(-2a)' (-2«Pt), aV8=(2ap)«(-2aPT), 

d'où il résulte que parmi les fonctions symétriques dans les, 
seconds membres il y aura certainement celles qui provien- 
nent des produits des lettres même a, p, t, . . . qui figurent 
sous les signes ^; à savoir 



2a'p*T pour «,«,«3, 
2a*P* pour a\a*^^ 



2a*PT pour a\a3, 
2a«P*T pour a*,a3. 



Il est aisé de voir que les combinaisons associées ou conju- 
guées seront de même poids que la combinaison des coefficients. 

Cela posé, observons d'abord que: 

*5. Théoremb. Une fonction symétrique 2 o** p' / . . . con- 
tient la combinaison des coefficients conjuguée avec le 
signe -{-ou — selon que le poids est pair ou impair. 

Pour fixer les idées, supposons qu'il s'agisse de 2 a*PT, dont 



Exemples: 

1 


a\ 


• 


1 1 

1 


1 

111 

4.1.1 

o^Pt ' 


1 
1 1 1 


3.2.1 

a3,a«ia8 


4.2 
a*.a*. 


3.1.1 

o'iOias 
o^Pt • 



Gela revient évidemment à écrire autant de fois chaque racine a, P^T-* 
qu'il peut y avoir d'unités dans les coefiScients de la combinaison. Récipro- 
quement, en déduisant des conjuguées les combinaisons, en écrivant les ex- 
posants en colonnes et puis en sommant les lignes, les sommes seront 
les indices. 
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la combinaison conjuguée est a^^ a^. Je dis qu'en posant 
[3] 2a*PT = Arf Ba%a3C), 

on aura B=l. 

En effet, a',a^z=z(—^af (— 2apT)=+l. 2a*PT+. • . , 
et 

[4] 2a*PT=A+l.B2a*PT+ 

Si Ton répète cette opération pour tous les termes de A, 
réquation [4] doit être une identité: or il n'est pas possible 
que la fçnction 2«*Pt soit contenue autre part que dans a^^a^\ 
car tous les autres termes de poids 6 et de degré 4, 

ne peuvent reproduire 2<»*Pt, puisqu'ils fourniraient des fonctions 
ne contenant que trop ou pas assez des lettres a, p, T, . . . Il 
faudra donc que B;=l. 

En général, on verra qu'il n'y a qu'une conjuguée unique 
pour une combinaison donnée, et qu'ainsi tout terme dans A, 
différant de celui qu'on considère au moins par une lettre, 
fournira des lignes différentes de traits et par conséquent une 
autre fonction conjuguée. 

D'ailleurs, d'après les valeurs des coefflcyents ap-a,, Og, .... 
en fonction des racines, le coefficient sera + ou — selon qu'on 
aura, pour la combinaison ot^ <x!^ ci^ • • • ) 

(-im'i)Vir- . .=±1, 

ou selon que 

(_ i)P(- !)««(_ 1)^.. = (_ if^^^r^ •• =(-1)^°^= + 1, 

ce qui achève de démontrer le théorème. 

î86. En second lieu, M.Cayley observe qu'en disposant les 
fonctions symétriques appartenant au même poids sous forme 



(*) On Yen*a aisément que les combinaisons conjuguées sont préci- 
sément celles qui, d'après la méthode de Qauss, servent à réduire la 
fonction donnée des racines à un ordre moindre. 
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de tableaux synoptiques, le coefficient numérique appartenant 
à une ligne a et à une colonne b^ est égal au coefficient nu- 
mérique de la colonne a et de la ligne b. On peut voir dans 
les Annales de Tortolini^ 1858, une élégante démonstration 
donnée par M. Betti de cette propriété. Nous ajouterons seu- 
lement cette remarque, que, si le premier coefficient affecte 
une certaine combinaison C appartenant au développement de 
la fonction symétrique S, le second appartient assurément à 
une combinaison associée de S dans le développement de la 

• 

fonction symétriqua associée de C. C'est cette observation 
qui nous a suggéré Tidée d'un autre arrangement des tables, 
qui a paru pour la première fois dans les Comptes rendus 
de V Académie des Sciences de Paris ^ 1873. 

Les séries des coefficients numériques qui figurent dans les 
tables jouissent encore d'une propriété singulière, à savoir: 
si on les multiplie successivement terme à terme par les 
coefficients numériques polynomiaux correspondants au poids p, 
et qu'on additionne les produits, on aura autant de sommes 
égales à 0. 

Cela se déduit immédiatement de l'équation 

En prenant par exemple la table d'ordre IV on aura 



1 

X 



4 

X 



6 

X 



12 

X 



IX 

4X 

6X 

12X 

24X 



+4 

+2 
—4 

+1 


+4 
— 1 

—2 

+1 


+2 
—2 

+1 

• 


+1 


+1 



24 . 

X 3 








Siue 1 
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Cette propriété pourra être très-utile pour contrôler les 
calculs. 

99. Construction d'uixe table (Tordre p. — On écrira, par 
exemple, à gauche toutes les fonctions symétriques de poids j?, 
en commençant par 2 a** et en descendant jusqu'à 2 aPT ... X, 
en supposant que les racines sP^T» •••» ^ soient en nombre p. 

Ou bien sur le haut du tableau on placera toutes les com- 
binaisons associées des coeflBcients qui seront d'ordre p. 
Pour y arriver d'une manière plus prompte et plus sûre, on 
observera que ces combinaisons peuvent se partager en deux 
groupes, dont l'un est composé de combinaisons conjuguées 
de celles qui sont dans l'autre groupe ; quelques-unes sont 
conjuguées à elles mêmes, et celles-là nous les avons écrites 
avec des caractères plus gras. Ainsi les combinaisons a*3 «r,, 
a^a^n*^ sont de ce genre, car elles se transforment toujours 

en elles-mêmes, soit qu'on lise les traits 111 1111 

11 11 
1 
1 

verticalement ou horizontalement. D'ailleurs, on verra comme, 

par exemple, la combinaison des groupes de droite (tableau VIII) 

/llllllv 

«a^^t est la conjuguée de la combinaison a^a}^ ( 1 j placée 

dans le groupe de gauche. C'est par cette raison que dans nos 
tableaux les combinaisons conjuguées sont placées symétri- 
quement à droite et à gauche des combinaisons neutres. On 
conçoit alors qu'il suflOit d'écrire la moitié des combinaisons 
pour en déduire immédiatement les autres, sans crainte d'en 

> 

oublier aucune. 

Reportons-nous, pour fixer les idées, à la table II des fonctions 
symétriques des racines de poids 10. 

Si, à partir de ajo, on écrit les combinaisons des coefficients 
«9 a,, a^a^^ etc., et qu'on les change dans leurs conjuguées, 
on retrouvera les combinaisons à droite des deux combinaisons 



m^m^m^m^j m^a^a^^ lesquelles se changent en elles-mêmes, 

comme on voit par les traits i i i i ^ i i i i i 

111 11 

111 
1 1 

1 

Ces combinaisons conjuguées sont placées à droite et à gauche 
à la même distance. Ainsi, au 9* rang, la combinaison a^^a^a^ 
est la conjuguée de a^a^a^. De cette façon, il ne sera pas 
possible d'en oublier aucune. Cela fait, on écrira à gauche 
les combinaisons associées des racines, et tout sera prêt pour 
les calculs. 

Pois on remarquera : 

V Que les coeflOicients sur la diagonale sont ( — l)** ; 

2* Que les degrés des combinaisons ne peuvent pas dépasser 
le plus grand exposant de la fonction; 

3' Qu'il suffit, par la propriété [26J, de calculer la moitié 
des coefficients, puisqu'ils sont symétriques par rapport à la 
diagonale; 

4* Qu'au moyen des formules [4] et [25] du 8 1* , on 
peut calculer de suite les fonctions s et les fonctions de la 

forme 2a'p T ... ; 

S"" Qu'on peut, à l'aide d'une méthode que nous allons 
expliquer, déterminer d'un seul coup 4 lignes ou 4 colonnes 
par des calculs très-simples. Cela seul suffirait pour écrire de 
suite les 7 premiers tableaux. 

A l'aide de ces remarques, de toutes les propriétés dé- 
montrées sur les fonctions symétriques et des contrôles que 
fournissent les sommes N. 4 (remarque 4) et N. 26, le 
calcul des tables ne sera maintenant ni trop long, ni trop 
pénible. 

98. Voici actuellement les formules qui servent à trouver 
les 4 séries de coefficients dont nous avons parlé. Dans le 
tableau renfermant les valeurs des fonctions symétriques de 
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poids Py figurent en premier lieu les combinaisons a , a ^ a,, 
a ^aj, «p.i«*i» que fournit la table suivante : 




FORMU LES 



a 



[5] 



Vi ^1 






(-i)r(i)p 



-(-i)'[pru)-r,(i>.i)r(i-i) 



- ('l)\pr{iyr, (rrl)(P'2) r(«-2)-2r,{i).2) r(M)] 



(- l)'lP r (l) -r Jp-1) r (M) - r, (p-2) T (M) 



Dans ces formules, 

[6] r (0 = 1. 2. 3 (l — l), . 

p est le poids de la fonction , 

r^, Tj indiquent le nombre des racines contenues dans la fonction 

au l*' et ^ degré. 

On divisera ensuite les nombres obtenus par 1.2. 3.4... f, 
si i est le nombre des racines affectées du même exposant. 

Exemples: 

2a*P^; on a ^=7, 1=3 ; coeff. a,=(-l)«7.1 .2 = - 14 ; 
2a5p«T; on ap=6, Z=3; coeff.a5a,= - (- 1)^ (6. 2-5) = + 7 ; 
2«We>c; on ap=8, ;=:5; coeff. a,a,= - (4)s Pn5)-2^6r(3)^.6r(4]] 

'=-4; 
2a'P*T*e>; on a p=8,Z=4; coeff. aea,*=t^*[8r(4)-7.1.2-2.6.2]z=-H>. 

Pour démontrer ces formules, observons d'abord que les der- 
nières équations [39] (§ 1" ) donnent 



dqi 



dap^t 



+a.;^+a.# + (p-2):#^ = 0, 



[7] 



ddp-i 

d<p 
dUp-i 



da 



dSp^i 



+«.#+(P-l):^ = 0, 



da 



dspji 



dv ^p *L=o. 



da 



dSt 
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Mais, par les formules [21] (§ 1«^), on sait que 

-^=(-l)'"'l.2.3...(i~lh . 
ce qui, en vertu de la dernière formule [7], fournit Téquation 

^ = (-^l/l.2.3...(Z-l)p; 

or a désignant toute la partie litérale comprise dans le pre- 
mier membre, puisque le poids est p, il s'ensuit que le terme 

contenant a sera 
p 

[8] (-l)'l.2.3. . . . (l-\)pa==(-lfr{l)pa^. 

Passons à la seconde des formules [5]. 
Supposons en premier lieu j^— = ; alors la seconde é- 
quation se réduira à 

j^_=-,-i)'rwp.., 

et par conséquent le terme en a ^ a^ sera 

[9] -(-l)'r(Opap.ia,. 

En second lieu, si la fonction 9 contient s ^ cela ne^ peut 
être qu'à cause de quelques racines a, p, f qui figureront dans 
cette fonction au premier degré, par exemple, au nombre de r^. 
Par conséquent le terme en 5, 5 ^ sera répété r, fois ; d'ailleurs 
son coefficient numérique, d'après les formules [21], sera 

(«i)Mr(f-i), 

et ainsi 
(P-l)^=r,(i>-l)(-l)'->r(f-i)5,=-(-l)^V,(i>-l)r(M)a., 
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et, d'après la seconde équation [7], 



dOpA 

donc le terme en a^.a. sera 



i 



-(-l)a a,lpr(0-r,(p-l)r(l-l)]. 

Pour les termes en a g «g » ^ -i^î » ^° observera que la fonc- 
tion <p ne peut contenir de termes en 5 ^que conjointement 
à ^s ou A ^*iî 6t que ceux-ci ne peuvent provenir que des racines 
existantes dans 9 au premier ou au second degré. Cette 
seule observation, en s'aidant de l'exemple ci-dessus, suffira 
pour retrouver la 3"* et 4"' des formules [5]. 

On pourrait poursuivre la même voie pour déterminer les 
coefficients des colonnes suivantes 

mais les opérations devenant de plus en plus pénibles et par 
suite inutiles, nous ne pousserons pas plus loin cette recherche. 
*O.Nous indiquerons encore un moyen pour faciliter les calculs 
des tables, qui pourra être souvent utile. Supposons qu'on ait à 
calculer Sa^'p^T au moyen de Sa'^P', qui est déjà connu. Comme 
on a 

de sorte que 

il s'ensuit que chaque terme de la ligne correspondante à la 
fonction So^^p^ sera égal et de signe contraire à la somme 
des coefficients correspondants dans les colonnes aux fonctions 
2a''*"'p% 2«''P'^\ et Sa^'p', dans la table précédente. Dans le 
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cas de df = 1, il faudrait diviser la somme par 2. De cette façon 
si on avait à calculer la table de poids XI, on déduirait immé- 
diatement pour les termes contenant ai , 



2«*P*T 


de 


2o'p»(t.x), soop», 

t X 


20» p» 


2o'p»T 


> 


2o'p»(t.x), 2«»P», 


2«'P« 


2o»p*T 


• 


2<^PMt.x), sa'p*. 


So'P» 


2o»p»T 


• 


2o»p»{t.x), 2a«p» 





On pourra généralement par cette méthode obtenir une 
fonction d'une table par quelques fonctions déjà calculées des 
tables précédentes. Ainsi (voir table VIII et VII), on aura 

et en particulier, pour le coefficient de a^a^^ par exemple 

, ^_ -8 + 2'(-2)-H9)-H3) 
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Sur les fonctions symétriques 
des différences des racines. 



30. On peut exprimer directement en fonction des coefficients 
les sommes des puissances paires semblables des différences 
des racines. 

Ainsi on aura généralement, pour l pair, 

[1] 2 (a — p) = V ~ ^i^;.i+ ^IT^ ^« V» + - ' 

où le second membre ne serait que la moitié du développement 
symbolique de {s — s)\ On aurait, par exemple, 

2(a — P)*=:5o54— 45,58+35,*, 

2 (a — p)«= 5o5o— 65455-f 155,54— IO53*. 

DÉMONSTRATION. On a évidemment, par le binôme de Newton, 

2 (^ — «) = SqX — lS^X + g 5,a? + 

Si maintenant nous y remplaçons successivement œ par a , 
p, T . . ., et si nous faisons la somme des résultats de toutes 
ces substitutions, en observant que pour l impair 2 (a — p)' 
s'annule, il viendra 

ou 22 (a - P) = 5o5 - 1 5i5^_j+ ^-^^ ^»V2+ • • • • 

Mais dans ce même cas les termes du second membre se 
doublent aussi; excepté celui du milieu, qui par conséquent 
dans la division par 2, se trouvera réduit à moitié. 
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L'équation [1] peut servir à calculer n'importe quelle fonction 
i|i des différences des racines à Taide des sommes indiquées 
dans le second membre, sommes que nous appellerons Sy comme 
on a appris à calculer toute fonction 9 à Taide des fonctions s. 
On n'a, à cet effet, qu'à décomposer la fonction v en sommes S 
par la formule [21 (parag. l®»^)], puis à calculer les S par la 
formule [1]. 

Exemple. Soit v = 2 (a — P)*(t — b)* la fonction donnée. 
On a, par la formule [21], 2 v = 5,* — 5^ et 

.S^, = 45, — 5^' = 3a,* — 8a, , 

i5, = a,* — 2^4 , 
^8 = — «1* + 3aia^ — Suji , 
s^ = ttf* — 4at*a,-t- 4a,a8— 4^4+ 2a,* ; 
d'où l'on tirera 

v = 2(a— P)*(t— 6)' = 3ai* + 22a,* — 16a,*a, — 2a,a8+8a4. 

Exemple IL Soit v =2 (a — P)*(T — &)*(& — c)* et n = 5. 

On aura 

6Mi = S,'-3S,S, + 2Se, 

où 

S, = 554 — 45,53+35,*, 

Se = 5^6 — 65,55 + l5s^S^ — 1058* ^ 

et 

' Hi = 4a,« — 30a,*a, + 81a,*a,* — 1 6a,'a3 — 80a,' 

+ 50a,a,a3 + 20a,*a4 — 25a3* — 50a,a4 . 

On pourrait, en poursuivant la même voie, calculer les produits 
3 à 3, 4 à 4, etc. des carrés des différences, et l'on formerait 
ainsi aisément l'équation aux carrés des différences des racines 
de n'importe quelle équation. 

SI. Au lieu de passer par les fonctions S on peut passer 
de suite par les fonctions s ainsi qu'il suit. 
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Nou8 avons déjà observé (§ II) que, si Ton pose 



P = 



1 


1 


1 


Ol 


Ot 


03 


ai* 


a,* 


aa* 



«4 

a,' 



1 
a. 



f»— 1 



n—l 



n-l 



n—1 



n-l 



on a 



P = nK,a,,...,aJ 



Or, si on élève au carré le déterminant P à l'aide des règles 
connues, en multipliant les lignes entre elles, on aura 



[2] P*= 



*0 


*1 


St 


^! 


St 


Ss 


^1 


Ss 


Sa 



*n-l 



^n-4-1 



*n— 1 



Wl 



*«!»-« 



cela ayant lieu pour toute valeur de n, il s'ensuit que Ton aura 

^0 ^1' ^1 



[3] TT«{ai,a,) = 



*o Si 
Si Si 



TT* (ai, Ot, Os) = 



, etc. 



^1 Si Ss 
Si Ss Si 

Mais si maintenant les fonctions Sy au lieu de se limiter aux 
formes de degré 2,3, etc., s'étendent jusqi^'à la forme de degré n, 
il est évident qu'en décomposant les nouveaux déterminants en 
déterminants d'éléments simples de la forme [3], on aura, pom' 
une forme de degré n, 

^0 ^1 Si 



[41 



*0 *1 
^1 Si 

So 
Si 
Si 



= 2TT«(a,,o,) , 



^1 Si Ss 
Si Ss Sa 



= 2n*(a,,a,,a3), ..., 



^1 ^1 

Si Ss 
Ss Si 



Sr—i Sf, S^^.1 



Sr-l 



= 2 TT' (ci. Os, 08, ..., Oy). 
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On voit ainsi avec quelle facilité on peut obtenir l'expression 
des fonctions symétriques des carrés des différences des racines. 

Ces fonctions peuvent se calculer facilement à Taide de 
l'artifice suivant. 

On a, en ayant égard aux équations [7] N°2 (*), 



'o ^1 ^t 




Si Si S^ 


— 


8t 83 Sa 





^0 *i 




*0 1 *1 + ^l *0 




«, («-l)ai 




*i St 




*l 1*1+ «1*1 


■ 


«1 , 2a, 


y 


10 




1 1 tfl y ai , flj 


80 Si $2 




» *o , *i+fli*o > *i+ai*<+fli*o 


Sq Si Si Ss 




*0 , *1+«I*0 , *l+ûi*l+fli*0 > *3+«l*l+«â*l+û.*0 


Si Si *3 Si 




*i , Si+aiSi , s^-^aiSi+aiSi , Sk+aiS^+ajSi+aji 




1 ai ai Oz 


• 




n (»— 1)^1 (n—2)ai 






n («— l)ai (n— 2)flj («—3)03 


» 




ai 


2 


ai 3a 


s 


4a4 







et en général on pourra mettre d'abord le dernier déterminant 
[4] sous la forme 



10000 00 
01000 00 
00100 00 



ë 































1 



*o 

^1 

Si 





*0 
*8 





*l *i 

Si Sz 

S4 Sa 

Sa Ss 





*r-l 
*r-i-l 



^0 ^1 

*o *i Si 
Si Si S9 



*r-4 *r— 3 *r— «*r— 1 
*r-3 *r— « *r-l*r 
*r— « *r— l Sf Sr+x 






(*) On suppose ao=:l. 

¥kk Dtc Bbomo — Théoriû de» fortnês binaires. 
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puis on ajoutera la 2™® colonne à la première X^i, ce sera la 
2« nouvelle colonne; on ajoutera la 3« colonne à la 2® X«i 
et à la première X û« • • •» ^^ généralement la A'*°® colonne à 
la (k—iy^^^^Xa,, à la (A-^2)»*««Xai, • • • , à la 1*^X«^ 
pour former la nouvelle /i»*™« colonne. On formera aussi des 
éléments tous calculables par les formules [7] N. 2, et Ton aura 
enfin exprimé une fonction entière quelconque symétrique des 
carrés des différences des racines au moyen des coefficients de 
réquation donnée. 

3^. Les fonctions symétriques des différences des racines 
jouissent encore d'une propriété remarquable. 

En se rappelant ici Téquation [41] 



-i:s="-ê+<»-''"'ë+-'+''.-. 



d(p 



on voit aisément que, si q) est une fonction symétrique des 
différences des racines, le premier membre sera nul. Car, si 
Ton a (p=(a;^— a^) P, on aura j^ = P, ^=z:— P, d'où il suit 

que les résultats des différentiations se détruiront deux à deux. 
Par conséquent on a ce théorème: Toute fonction symétrique 
des différences des racines satisfait à Véquation 

m ««.g+(»-')''.g+-+°^.|,=«- 

Lorsque la fonction f est de la forme 

f—aç,x-\'na,x H F2"~^^«^ +• •» 

l'opération [5] devient 

et, si on l'appelle b, l'équation [5] se transformera simplement 

en celle-ci : 

bq) = 0. 
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Avant de donner un exemple de ce théorème, remarquons 
d'abord qu'on a, ce qui nous sera utile dans la suite , 



ba, = ?a,_p 



et comme généralement 



b (uv) = uhv + t*^w , 



on trouvera 



,p^ ^in^^ 



ba;= pîap a^^j , ba = l(l^l)(l-2)., .(l^h^l)a^_^; 

d'où il suit que cette opération revient à la diflférentiation 
ordinaire, sauf à traiter a comme une puissance symbolique a\ 
où Ton changera le nouveau exposant en indice. D'après la 
signification même de b, il s'ensuit que ba<,=0. Au moyen de 
cette règle on trouvera immédiatement que ' 

=4aoa3 — 4 (3a,aj + ^o^a) +• ^^a^a^ = 0. 

Observons encore que de l'équation [4] rappelée ci-dessus on tire 

hs =:rs ,. 

• r r— 1 

Exemple. En appliquant l'opérateur b aux fonctions [4] 
on obtient, comme il fallait s'y attendre. 



*o Si 


— 


Si 


+ 


Sq So 


Si Si 




Sq Si 




Si 2*, 



= 0. 



*0 ^1 


Si 




*i Si 


s$ 


— 


Si Si 


Sa 





Si Si 

Sq Si S^ 

2si S3 Si 



+ 



Sq Sq Si 




Si 2Si S3 


+ 


Si 2Si Sa 





Sq Si 2Si 
Si Si 2Si 

Si S3 4 Si 



=0, etc. 



88. Lorsque par une des méthodes exposées on aura dé- 
terminé une fonction symétrique des différences des racines 
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d'une forme de degré n, les dérivées de cette fonction, par 
rapport au dernier terme de la forme, continuent à être des 
fonctions des différences des racines. Pour s'en convaincre, il 
suffît d'observer que Téquation [6] est encore satisfaite si Ton 
change cp en -r-^, c'est-à-dire si l'on différentie cette équation 
par rapport à a . 
Exemple. On a, pour la forme cubique 

<p=(a— p)'(a— t)'0— T)'=18aoflieit«3— 4«o«ï^— ^ai^as-f-ai'a,'— 27aoaA 
et d<p 



da 



3 



= 9aQa^a^—2a^^ — ^a^^a^. 



Or il est aisé de trouver que cette expression est la fonction 
suivante des différences des racines 

(a-P) [(a-T)*- (P-T)*] + (a-î) [(a-p)*- (î-P)*] + (P-t) [(P-a)«- (T-a)* J 



CHAPITRE DEUXIÈME 



DES RESULTANTS. 
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Des résultants •>- leur formation. 



S4I. Les nouvelles théories algébriques ont démontré l'extrême 
utilité pour la symétrie, et par suite pour la fécondité des 
calculs, d'introduire l'homogénéité par rapport aux variables 
dans l'étude des fonctions. C'est pour cela qu'avant d'exposer 
la théorie des fonctions, qui, sous les noms de résultants^ 
à" invariants^ de covariants, etc., en constituent une partie 
si essentielle, nous dirons d'abord quelques mots sur ce sujet 
pour ce qui regarde les fonctions qui nous ont occupé jusqu'ici 
et auxquelles se restreint le champ des recherches du pré- 
sent ouvrtige. 

Soit donc 

[1] /t^>y) = «0 ^** + ^1^** y + «î ^**" î/* + • • . + û»y** 

une fonction homogène de degré n à deux variables a?, y, 
fonction que nous appellerons dorénavant forme binaire. 
Il est évident qu'il suffit d'y poser y = 1 pour y faire rentrer 
l'équation [1] du premier chapitre, dont nous sommes partis 
pour établir la théorie des fonctions symétriques, qui est fon- 
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damentale dans cette étude. On aurait ainsi, au lieu de Téqua- 
tion énoncée, cette autre 

[2] r{œ,v) = 0. 

» 

Maintenant en appelant toujours a,, a,,..., a^ les racines de 
cette équation [2], la forme binaire donnée pourrait encore 
s'écrire 

[3] f(x,y) = ao (a? — a,y) (x — a^y) . . . (^ — ct^î/) , 

équation à laquelle on pourrait parvenir directement en partant 
de réquation [1] (chap. 1®^), en posant, dans l'équation 

flz) = a^(z — a^) (^ — a,). . .(;3: — aj, 

jj = — , et en faisant ensuite disparaître le dénominateur com- 
mun y**. Ceci nous prouvera d'ailleurs, une fois pour toutes, 
que la nature des racines n'est pas altérée par l'introduction de 
l'homogénéité, et qu'ainsi tout ce qu'on a appris Sur les fonctions 
symétriques des racines s'applique encore aux formes binaires. 
Lorsque la forme binaire est écrite comme ci-dessus [1] sans 
coefficients binomiaux, on la désigne, pour abréger, suivant 
une notation heureuse de M. Cayley, par le symbole 

[4] («0, «1, «î . . . «^$^,y). 

Si au contraire elle est écrite avec coefficients binomiaux 
comme il suit, 

1. » 

alors on la désigne, suivant le même illustre auteur, par le 

symbole 

[6] (^0 «!««... a^îa?,y). 

Sous cette dernière forme binomiale [5] on aperçoit que 
la forme binaire pourrait encore s'écrire symboliquement 
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en convenant de changer, après le développement, a en a., 
c'est-à-dire, de changer les exposants en indices. 

m • 

On pourrait encore désigner le coefficient de x^' y* par un 
groupe des deux lettres, a, &, qu'on substituerait aux variables, 
et dont les exposants seraient portés en indices, comme dans 
a .&.; alors sous forme binomiale la forme binaire pourrait 
être représentée par le symbole 

[8] (ax + l)yf , 

sauf à faire après les changements indiqués des exposants en 
indices. 

On verra dans la suite quel parti on a su tirer de ces repré- 
sentations symboliques des formes binaires. 

Pour le moment nous nous contenterons de rappeler que, 
d'après un théorème connu sur les fonctions homogènes , on 
aurait 

la diflférentiation du reste le prouverait immédiatement. 
S5. Soient les équations 

[9] cp = açflT" -j- aycc*^" + a^^-^- . . . + am^=^ 0, 

[10] i|i = &o^**+ ^i^'*'^ + M**"^ 4- . . . + &^ = 0. '• 

Si ces équations doivent coexister par hypothèse simultané- 
ment, il faudra qu'elles aient au moins une racine commune. 
Mais, à cet effet, les coefficients des deux équations devront 
évidemment satisfaire à une certaine . condition, sans quoi, 
les coefficients pouvanf être quelconques, la^solution commune 
pourrait toujours être rendue impossible. Or, si par un moyen 
quelconque on déduit de ces équations une troisième, d'où la 
variable est disparue, ce sera là la condition à laquelle sa- 
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tisferont les coefficients. Déduire une telle équation de condition 
s'appelle éliminer la variable^ et le résultat de cette élimi- 
nation se nomme résultante ou résultant. On pourrait donc 
définir le résultant ainsi: la fonction qui égalée à zéro exprime 
la condition qui doit exister entre les coefficients de deux é- 
quations données à une inconnue, pour qu'une valeur de celle-ci 
les vérifie simultanément. Mais remarquons ici qu'il ne s'agit 
que d'une solution unique; car, s'il y en avait davantage, 
de nouvelles conditions définies par le théorème de Làgrange 
surgiraient entre le coefficients. 

Par conséquent, dans tout ce qui suit, afin d'obtenir 
toute la précision et la simplicité désirables, nous suppo- 
serons que les équations susdites n'admettent qu'une solution 
unique. 

86. A cet effet, désignons par a^ a,,..., a et par ^^, p„ ..., P 

www wW 

respectivement les racines des équations cp = et i|i = 0. 
On aura 

[11] 9 = «0 (^ — et.) (0? — a,) , . . (a? — a^) = 0, 

[12] M» = &o (a; - P.) (a; — p,) ... (a; — p„) = 0. 

Il j^t clair maintenant que, si 9 et M^ admettent une racine 
commune, une quelconque des racines a et une seule, telle 
que a^, pourra et devra être égale à une quelconque et à une 
seule des racines p, telle que p.. Ainsi donc il faut et il suffit 
qu'une seule des diflFerences quelconques des racines et — p. 
s'annule. Par conséquent, sî l'on forme le produit de toutes 
ces différences, le produit devra s'annuler, puisqu'un de ses 
facteurs devra nécessairement s'évanouir. Réciproquement, si 
ce prpduit s'annule, un des facteurs au moins devra se ré- 
duire à zéro, et, par conséquent, il y aura au moins une so- 
lution commune aux deux équations; et, si aucun de ses 
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facteurs ne s'annule, le produit ne s'annulera pas non plus, 
ce qui nous suffit. Donc le produit 

R = floV (ai - Pi) (a,- Pi) . . . (a«- P.) (*) 
(a, — Pi) (oj — pj)...(a^— Pi) 
[13] («1 — Ps) (oj — Ps) ... (a^ - Pa) 

(«i-PJ (a,-pj...(a^-pj. 

qui d'ailleurs est une fonction des coefficients a, &, puisqu'il 
est une fonction symétrique des racines de chaque équation, 
sera bien la fonction cherchée et définie ci-dessus. 

99m Pour trouver aisément l'expression en fonction des 
coefficients, sans passer par le calcul de toutes les fonctions 
partielles des racines qui se présentent dans ce produit, on 
peut observer que, selon que l'on considère la fonction R comme 
partagée en lignes horizontales ou en lignes verticales, le 
résultant est indifféremment susceptible des deux expressions 
suivantes : 
[14] R = ao\ (a, ) V (ctj) . . . V (a«), 

[15] R = ( - )«"Cq> (Pi) <P (P») ... 9 (M. 

Ces deux expressions rentrent dans le cas général donné 
par le théorème, page 20, en y posant i=m ou f=n, et en 
choisissant convenablement les fonctions. Par suite donc de 
ce môme théorème, on obtiendra celui-ci : 

La fonction R définie par Véquation [5] est une fonction 
homogène et de degré n par rapport aux coefficients a, ho- 
mogène et de degré m par rapport aux coefficients b, iso- 
harique et de poids mn par rapport en même temps aux 
coefficients a e< b. 



(•) On Terra aisément que le facteur Oq* 6o"* détruit les dénominateurs 
en Oq et h^ qui seraient introduits par les racines a et p exprimées en 

fonction des coefficients — , -r— , d'après le théorème N» 5. 
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Mais notons, pour plus de clarté, que, comme le degré des 
fonctions symétriques qui résulteront du second membre [6] 
ou [7], par rapport à chaque racine a ou P, varie de à 
mn pour les a et pour les p, il s'ensuit d'après le théorème 
(N" 5), que le poids des coefficients soit a, soit b pourra 
varier de à mn respectivement. 

La considération seule de Téquation [5] nous oflFre encore un 
théorème relatif à la forme du résultant, qui mérite d'être exposé. 

En supposant n = m, les termes de la fonction R, qui se 
déduisent les uns des autres par rechange des coefficients 
d'une équation [1] avec les coefficients correspondants (*) de 
Vautre [2], ou par V échange des coefficients équidistants 
des extrêmes appartenant à une même équation^ auront les 
mêmes coefficients numériques^ précédés du même signe ou 
du signe contraire^ suivant que m sera pair ou impair. 

Il s'ensuit que, quand m sera pair, un même coefficient 
pourra multiplier quatre termes, tous de même signe, et deux 
positifs et deux négatifs, lorsque m sera impair. Cela ressor- 
tira mieux dans les exemples que nous donnerons plus tard. 

DÉMONSTRATION. Changeons a en p, et réciproquement, ce 
qui équivaut à permuter ensemble, dans les équations pro- 
posées, les coefficients correspondants; la différence a. — p., 
qui entre dans l'expression [o] de R, deviendra p.— a.= — (a.— p.). 
Par cet échange, chaque différence qui entre dans R sera 

multipliée par — 1, et R acquerra le facteur (— 1)*^ . Pareille- 
ment, changeons a, p en - ,-r respectivement, ce qui équivaut 
à changer entre eux les coefficients équidistants des extrêmes 
dans les proposées; la différence a.— p. se changera en °' "" : 

et comme a^ &^se changera en a^ iT , la résultante R acquerra 



(*) Nous appellerons, pour abréger, correspondants les coeflScients 
équidistants des extrêmes dans une équation. 
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de même le facteur ( — 1)"* . Ainsi, dans les deux cas, R de- 
viendra + R? suivant que m sera pair ou impair. 

8S. On peut déjà se servir de ces deux théorèmes pour 
écrire facilement la forme littérale du résultant. Supposons, 
en effet, qu'on ait écrit sur une première ligne A tous les 
facteurs en a de poids p et de degré m; on trouvera 
tous les autres du poids complémentaire ^ = m* — p, en 
changeant dans les premiers le coefficient quelconque Ui dans 
son symétrique a .\ et puis en changeant les coefficients 
ainsi obtenus dans ceux correspondants en &, on formera 
ainsi un seconde ligne B contenant tous les facteurs en b 
de poids q et de degré mO. Il est évident que les produits 
de ceg deux lignes fourniront autant de termes du résultant. 
Maintenant si, dans ces deux lignes, on change respective- 
ment les coefficients a dans leurs correspondants &, et ré- 
ciproquement, on obtiendra deux nouvelles lignes B' et A', la 
première en h de poids p, et l'autre en a de poids <?, qui, 
multipliées ensemble, fourniront tous les termes du résultant 
de poids p en &. Les deux premières lignes A et B pour- 
raient occuper les deux côtés contigus d'un tableau, et les deux 
autres A', B', les deux autres côtés; et en supposant le tableau 
divisé en autant de lignes et de colonnes qu'il y a de termes 
de poids p, les petits carreaux correspondants au produit de 
deux facteurs a et & pourraient être remplis par les coef- 
ficients numériques respectifs, déterminés ou à déterminer. 
Alors le résultant se trouverait écrit d'une manière bien 



(*) Pour fixer les idées supposons m = 3, et que le poids des termes 
que nous considérous soit 4 par rapport aux coefficients de chaque équa- 
tion ; on aura les lignes 

A «u^ias, a^a\^ a',a, ; A' hj)fi^y &o*'î» ^'t*i 
B Mî*3, ftVa,^!*^ ; B' Ooflifla» o*iû3» ûi«V 
En les multipliant verticalement ensemble on aura autant de termes 
de la résultante; car ils seront de degré 3 pour rapport aux coefficients 
a et by et de poids 9 par rapport à Tensemble des coefficients. 
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abrégéé et sous la forme d'une série de tableaux, dont il ne 
resterait plus qu'à calculer les coefficients. Supposons, par 
exemple, m =: 3, m — 4. On trouvera , dans le premier cas , 
pour les termes du poids 4 en a et &, 



^o^j b\bs bib\ 
ûisat a^i^s aia\ 



bob\ bfijb\ J*,J«4 bj)\b^^ b^^ 



a,a\ 
b,b\ 



=P1 


+2 


±1 


^3 


±1 




±1 







—4 
+4 
+2 
-4 
1 


+4 
-1 

-2 

+1 


+2 
-2 

+1 


-4 
+1 


+1 



b'sibfi^ 

b\b't 
bj)\b^ 

b\ 



où Ton multipliera ensemble les termes supérieurs et inférieurs 
des colonnes avec les termes supérieurs et inférieurs des li- 
gnes respectivement, et où les coefficients supérieurs dans le 
cas de n impair se rapportent aux coefficients supérieurs, et 
les autres aux inférieurs. On remarquera que d'après le théo- 
rème ci -dessus les coefficients dans le cas de m=3 sont de 
même signe ou de signe contraire lorsqu'on passe des coeffi- 
cients a aux coefficients & et réciproquement, tandis que 
pour m=4 ils sont tous de même signe. 

Mieux éclairés à présent sur la nature du résultant, nous 
pourrons en toute sûreté passer en revue les différentes mé- 
thodes qui ont été proposées pour le trouver. 

89. La première méthode qui naturellement se présente pour 
calculer R, dont l'expression peut se mettre sous les deux formes 



[16] 






n-î 



(v:+»i«r+vr'--+o. 
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ou 

[17] R=cKpr+«iPr'+sC+---+o 



Kpr+«.c+sC*+--+o 



.m , «»n— 1 I «m— 2 



conaiste à faire précisément Tun de ces deux produits, et à 
calculer ensuite, en fonction des coefficients de cp ou de iji, 
les diverses fonctio.ns symétriques des racines dont les formes 
générales seront 

Safa^'a^... , ou SPfp^p;..., 

et que nous avons appris à calculer dans le chapitre !•'• 
Mais cette méthode est extrêmement laborieuse, et il faut 
voir dans V Analyse des lignes courbes ^ par Cramer^ quels 
pénibles efforts elle a coûtés à ce géomètre pour arriver à 
déterminer de cette manière I9, fonction R, pour les cas même 
les plus simples. S'il avait connu les formules et les théorèmes 
du chapitre l**", ses calculs auraient été déjà de beaucoup 
simplifiés. Malgré, cependant, les avantages qu'on pourrait 
tirer mainte'nant de tout ce que nous avons dit dans ce 
chapitre, des simplifications plus importantes et propres à 
la nature de la fonction R ont été proposées par les géomètres^ 
de manière à constituer , pour ainsi dire , des nouvelles 
méthodes. 

Nous nous bornerons à exposer la méthode dîalytique de 
Sylvester et la méthode dite abrégée de Bézout. Ceux qui 
voudront de plus amples développements pourront avoir recours 
à notre Théorie générale de Véliminaiion, 

ÛO. Méthode dialytique de Sylvester, Soient toujours 9=0, 
v=0 (9, 10), les deux équations données. Elles ne cesseront pas 
de coexister si on les multiplie par une puissance quelconque 
de X. Si, par conséquent, on multiplie la première par les 
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premières n — 1 puissances de a?, et la seconde par les pre- 
mières m— 1 puissances de a?, on aura les équations suivantes: 



n — 1 rt 

X <P = 0, 

n--3 ^ 



118] 



9 

m— 1 
O? V 

m— 2 
m-3 

œ V 



0, 
0, 

0, 
0, 
0, 



•d'où, si Ton élimine les m-^-n puissances de a?, 



œ 



m-+-n— 1 



X 



rn-Kn— 2 



0? 



«14- 



î • 



, o?', a?*, 0?, o?^, 



on aura le résultant sous la forme d'un déterminant tel que 
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CL A CL i dm a^ CL .CL 

" ■ ' ^ m— l m 

a^ a^^ a^ , , , , 
ao ^i . . . . 
0a..... 







«^-8 «^_i «^ 



a 



m 









a ^ CL . 

m— 1 m 







&0 &I &1 &3 

&0 &i &î 

&o ^1 

&„ 



. . a^ a^ CL^ a^ 
. . ^0 ^t a, 
. .& 

n — 1 n 

n— 2 n— 1 fi 

. . & ,& «& , & 
. n— 3 n— 2 n— l n 




...&o&i &« &8 &4 

...O&o &1 &î &3 



n— 1 n 

n— 2 n— 1 n 



- -TQ — 



On pourrait seulement de cette forme du résultant déduire 
diverses conséquences importantes relativement à cette fonction. 
Ainsi, par exemple, on pourrait faire voir que, pour m = n, le 
résultant se décompose en produits de déterminants de la forme 
a^b^ — \(i^' L'exemple suivant pour m=n=2, le démontre: 



&o ^l ^î 



h &i ^t 
a^ a^ a^ 

?>o &i \ 



2 



Mais comme cela ne rentre pas dans le champ des re- 
cherches que nous nous proposons de faire, nous le laisserons 
de côté pour passer à la méthode abrégée de Bézout. 

4il. Méthode abrégée de Bézout. Soient toujours 



m 



[201 9 = ao^"'+«i^*" ^+«1^*^+ • +û«_i^ + ««=0, 



m 



m 



pi] V = 6,a?'"+ &,»"*"'+ &,a;'"-*+ . . . + &^_,a? + 6^= 0, 

et observons que, si <p et v sont satisfaites, ou aura encore 
X<p + fXM; = 0, X, \i désignant deux polynômes quelconques en x. 
Multiplions donc successivement 



la 1*'® par 


la 2*°»« par 


^0 
hx ■\-hi 




Kx' +*ia?*~* +M'""* +.. +^ 


aoa?'+aia?'"* +aia?"*~*+...+«» 


M~""*+*ia?'-*+*^"'-^+...+*^.i 


aû^'""'+aia?'"~*+aia?''*"V...+a«.i 
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et ôtons les secouds produits des premiers; il viendra le 
système suivant d'équations 



Qè 



,m-l 



X 



m-fi 



af^ 



-3 



...a?* 



X 



aj>i — «1 ^Oi ^O^i — <^ ^Oi ^^3 — ^3 ^Oi • • • 
0^^ •"" ^3 ^Oi ^0^4 — ^4 ^0 



djbi flj J>Qy 



[22] / «0^3 —«3 ^0, 



«1^1 — <It ^1, <ïlfe — ^3 ^l 



J • 



flo^i — ^i ^» 









^o^nT-^nfio, afi^ — «« Ji, éltJ„— a«»*i, 



<Î0^«-1~ ««-1*0, (h K—^mPo =0 



<^*m — «. 



m •'m "O 



^î^i^m-l— ««-1*1 



«1 *«-««*! =<> 



««*«—««*! =0 



• «<*«-««*.• =0 



1 ««-l*«-««*«-l=0 



En général, on aura 

{J>ox'+ *ia?*"*+ *ta?'"*+ . . . + *,) (floaî"+ aiX'^'-^+ a,a?**""'+ ... + ««) 
— (flo^*+aii2?*"'^+aia?'""*+ •• . + «,) (*o«*+ *ia?*""'+ *ia?"'"*+ . . .+ *«), 

et Ton reconnaîtra aisément que, si dans le premier produit il 
existe un terme de la forme a, h^oo^ .a?'" , il existe certai- 

m—* i—h 

nement dans l'autre un terme de la forme — a^b^œ .x ; 
de sorte que tous ces termes^s'entredétruiront jusqu'au terme 
oc^ . Les termes qui restent seront donnés par la différence 



.i— 1 



.t-« 



.«— i— 1 



.«—,-2 






,m-1 



= («0*,+l— «,+l*o)â?'" +M,.f.8— «,H-i*0 

+«1*1^1— «i-»-l*i 



.«-S 



+«!*<+»— «<H-«*i 



.«-3 



â?'^+...fli*«-a«y 
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m— 1 m— 2 m— 3 



En éliminant les puissances œ , a? , û? 
équations [14], la -résultante sera le déterminant 



., x^ des 



[24] 



«^3-a.».,(2t"J:)>(i;ti;*;) 



, tf i V«m^* 



<^i^'<^mh • «iV«-.*i > «i*m-«m*i » - » «m-«^m "«m ^«-« > «m-l*m-«m^ii».l 



On aura en particulier, pour m = 3, le résultant 



[25] 






dahi — «3^0 



Hih^ — <Ï8^1 



tti^a — aj^i 



4S. On peut arriver à la même expression du résultant en 
posant avec M. Cayley 

œ^ désignant une nouvelle variable ; et alors on aura à con- 
sidérer Tequation 



[26] 



9 (x) V (a?') — V [x] 9 (^') =0, 



qui devra être également satisfaite. 



FaI di Bbuiio — Théorie dês formât binaires. 



— 82 — 

Or, le premier membre est divisible par œ — af\ si Ton fait 
la division par x — œ\ il viendra un polynôme entier en af 



«y,T <P [X) Ml [X'\ — MJ [X) <p ix') 
^^ ir=^ ' 



qui devra se réduire à zéro pour toute valeur de œ\ Par 
conséquent chaque coefficient de a?' donnera lieu à une équation 
de degré m— 1 en a?, et l'ensemble de ces équations repro- 
duira le système [22], d'où nous avons tiré le résultant. 
On aura, par exemple, pour m = 3, 

x — xf 

. + («1^1- a^hi) xaf [x - x'\ + {«1^3- (hb^ (x^-x'^) + («i^s- dsh) {x - af) 
= x^ L(«o^i- ^M x^+ {a^h- diào) X + «0^3" <ï8M 



/ 
1 

X'X^ 



L +(aidi'aibi)x J 



En égalant à zéro les coefficients de a;'*, œ\ 1, et éliminant 
0?', œ^ 1, on aura, comme avant, le déterminant [25]. 
4L3. En général, en mettant les équations [22] sous la forme 

^0 ^ Ko a?"*"'+ \).i ^'""*+ Kt ^'""^+ . . . + Vm-i ^ = û, 
[28] \ h = Xj,o ^"*"'V Xj.i a?"»-*+ X,,, a?"'-^+ . . . + Xj^„,i a?« = 0, 

/.-i= X„_,,o aî'"-'+ X,_,,i ^^- V X„_,,i ;p'""3+ . . . + X^_,^„.i ^ = 0, 
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et en éliminant les m puissances a?**" , a?**~ , ... a?, a;® con- 
sidérées comme les inconnues, on obtiendra le déterminant 

\)iO \).i \>ti Vm-l 



[29] R = 















^w-1,0 ^m-1,1 ^m-l,« ^m-l,«-l 

Ce déterminant jouit de la propriété d'être symétrique par 
rapport à la diagonale. 
En effet, on a, pour la valeur d'un élément quelconque. 

Celle de l'élément X^^, symétrique de celui-ci, s'obtiendrait en 
échangeant entre eux les indices r et s dans le second 
membre de cette équation, et Ton aurait 

— (^0^ ^ 1-1" ^i« +--- + ^ |û o+&^ ,)• 

Supposons, ce qui est toujours permis, s>r; ce second membre 
contiendra en plus que celui de Téquation susdite les termes 

qui se détruisent deux à deux. Ainsi on a X^^=i:X^^, ce qui 
prouve l'égalité des deux éléments et par conséquent la sy- 
métrie du déterminant. 

On déduit aussi de la forme générale de X que le poids 
des termes est constant et égal à r-f-s-j-l. 

On peut obtenir encore, d'après M. Cauchy, les mêmes équa- 
tions [22], en préparant les équations proposées de cette manière : 



m 



^ w» I tu— 1 1 I 1 



n^—r 



h^x^-^-b^x'^ '^.,.'\-b^ûir^^=—{b 



..1«^"*"'"'+-+Vl^+»J- 



Ed :es d 



E^abre à EH-mbre. en tmarera 



et, en £ùâ«st âi^raraiTrv les dêcoz^lnatears. 

— <&,jr*-7- 6ri"~ — ô_,x"~'f ■a^_jX*~'— . . .-^a__fr-f-oJ =0. 

Eq doDDSDt ensolte à l'iodioe r les m Tsleors 0, 1,2, 3, 
.... m — 1. OD obtiendra autant d'équations de degré m — I, 
qui colociiieront avec les équatioDs iS2\ Il est ajsé de voir, en 
effet, que dans l'équation Ir tous les termes de p et de h* 
coatenaut des indices inférieurs à r--\ s'entredétniiseat. 

Rbmabqce. En appelant A^ le coefBcient de X dans le dé- 
veloppement de R, ou aurait, eu furmaut le détermioaut 
A»,» A»,i A«4 Ai,»— I 



E = 



^m-\Jt An-I,l *■-!,! A«-l,»— I 

B'=:R"~ , comme l'on sait par la théorie des délerminauts. 
41. Si à l'aide de ces diverses méthodes on développe les 
fonctions qui représentent le résultant, et fi l'on se rappelle les 
relations de symûtrie exposées au N*137i,on pourra disposer, par 
exemple, les résultants R„ R, des fonctions ternaire et quater- 

"""^ (a, &, c, d-^x, y," , (a, ft, c, d, e\x, y)* , 

(p. ?. r, s\x, yf , {p, q, r, s, t Jx, y)* , 

ainsi qu'il suit sous la forme d'une chaîne de carrés: 




SE 






aed 


S5? 


+y±3 


^1 


pqi 


+1 


^2 


±1 


-H3+i 




,ac' 


+a 


±1 




=f'l 




bc 
9*' 


±1 







; ±! + 



ri* sH* 


i«» crfe' d'à 








-1 




-8+1 

+i 


+ ,€+! 

W'-i 


-1 









+ 4 
-1 
— 2 


+ 2 
— 2 
+ 1 


— 4 

+ 1 


+ 1 




+1 


— 


— 


— 



p*ql 
a-'ed 
p'^rt 

pq's 



-1 

-6 


— 5 
+ 1 


+ 1 
+ 2 


+ 3 

-1 


-1 


+ 1 


+ 1 


— 1 






+ 3 


— 1 








-1 











,'H 


ct'ad'tVt 


qtttf' 
Icdea" 


Z^ 




+2+2-3 


+4 


-2 


—2 


+> 


jJ.;+2-i+3 


-3 


+1 


+1 






-31+3+3 


-3 


+1 






+4—3—3 


+1 








ac 
ff 

m 


-2+1+1 
^+i~ 
+1 


- 




- 


- 



ffi'a'fôîï 


ï'ifâ 


'r** 
•« 


ûSce 

Ç'I 
<tc<d 

fn 
Sf 


+» 
+2 
-6 
-3 
+1 
+3 
-1 


+2-5 

+l!+2 

-1 


—3 

£^ 



— 1 


+1+3 
+2-1 


-1 



y'f* pyjf pr*f ^rt p rfi q'^t*_gr*i_t^ 

gw'j + 6 ^8.l^4.ljLi +4 1 +2 l - 

ac'e|-4i | +4 | — 2 . -2 | + 1 ~ 

ii^i_?_i±i' ■_ 

+ 4 -1 I -2 I + 1 I I l_ 

+ 2 jriii±-l' ' ' '_ 

^i±ll I l I L 

+ 11 t ! 1 I I 



aecP . + 4 
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Il faut observer qu'il faut multiplier ensemble les parties 
littérales supérieures et les inférieures entre elles respecti- 
vement. Par exemple, du 7« tableau R4 on déduit que les 
produits ab^eqrst, bedepq^t ont —3 pour coeflELcient numérique. 
On voit aussi que les coefficients numériques sont symétriques 
par rapport aux diag'onales, comme cela doit être. 
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8 II. 



Propriétés des résultants. 



4L5. Les résultants jouissent de plusieurs propriétés impor- 
tantes, que nous ne pouvons pas nous dispenser d'exposer. 
Première propriété. Si Véquaiion <p(x) est de la forme 

[1] ^ {oc) = e, (x) e, [x] Gs (^) . . . , 

on aura 

[2] R = e,e,e3..., 

®i> ®«î ^8? • • désignant les résultants des équations 

roi 1 /®i(^) = ^\ /ei(^)=0\ 1%[X) = 0\ 

PJ \ W(a;)=:0) ' U(x) = (Sl ' W(a7) = oi ' ^^^• 

Il suffit, en eflFet, de se rappeler qu'on a 

[4] R = <P [x^) <p (a?,) <p (a?s) . . . <p (a?n), 

a?„ a?,, ... a? étant les racines de l'équation h» = 0. 

Or, en remplaçant q> (x) par le produit des fonctions 9, dans 
lesquelles nous la supposons décomposable , on aura 

[5] R = ei(a?jei(a?,)...ei(a?j 

e,(^i)e,(;r,)...e,(a?j 

63(^1)63(^1) • "%(X) 



Mais le produit ^^[x^^^{x^.,.^^(x^ n^est autre chose que le 
résultant 6^. des équations e^ et ^.\ donc 

R = e,e,e3.... 

On concevra aisément ce qu'il arriverait si <p et v étaient 
décomposables en même temps en facteurs. 
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46. Deaxlème proprlëlë. Le résultant R de deux 
équations quelconques de degré m et attelles que les équations 
<pei^ (pag. 71), satisfait à V équation aux déricées partielles: 



Pour le démontrer, rappelons-nous qu'on a 

U = ayy,- P.) (a,- p.) (a,- P.) . . . (a^- p.) 



m 



= 0. 



(«I— 3») (««- P») («»- P,) • • • («„- P.) 
(«i— Ps) ("»— h) («s— P») • • • (« — Pj) 



(«-PJ(«.-PJK-Pj..-(<'„-PJ. 

Or, si dans les équations proposées on posait a? = a;'4"^» '^ 
résultante R ne changerait pas, car la constante h disparaîtrait 
dans les diflFérences des- deux racines. Appelons donc 

Aq, a,, a,, . . . , A^ \ i)q, J3j, B,, . . . V. -^^ 

les coefficients des nouvelles équations en x\ dont les valeurs 
seront 

Aq = Ûq , 

Ai = aj + mao/i, 

• f / T \ T. I ^ (W" 1) T • 

A, = q,+ (m-l)a.ft-|- \^^ ' a^h*, 

Bo = 6o, 

B, = &,+ (n - 1) &./» 4- ^4^' &o ft', 
B3 = &,+ (« - 2) M + ^^^^^ ^'i^^ ^^^^TW^ ^0^''' 

••••••% 



m 
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et supposons qu'on ait 

Le nouveau résultant R' sera 

R'= F (Ao, Aj, A,, . . . , A^, Bo, B^, B„ . . . , BJ, 
ou encore 

(ao + b^o , a,-{-ha^ , a, + ba, , ... , «^+ba 

"" <&o + b&o , ^ + b&t , ^ + b&, , ... , &^+Wj^ 

en désignant par b^o^ ^«m * • • > b&o) bZ'n ... les accroissements 

Ao — «01 A, — a,, ..., A^— a^, B^ — ^, B, — &„ ..., B^— &^, 

qui résultent des égalités [7]. En développant alors R' suivant 
le théorème de Taylor étendu à plusieurs variables, on aura 

^R , , ,, (fR , , o\ ^R I I ^R 

Mais R' doit coïncider avec R ; h d'ailleurs est quelconque ; 
donc tous les coefficients des diverses puissances de h^ et en 
particulier celui de la première, devront s'annuler, ce qu'il 
fallait démontrer. 

Supposons donc que la forme littérale du résultant R soit 
connue, ce qui sera facile à l'aide du théorème donné dans le 
N. 37, joint à la remarque qui suit; et supposons encore qu'on 
représente les coefficients numériques par des coefficients indé- 
terminés A,B,C,D,.... En substituant cette expression de R dans 
réquation susdite, le résultat devra être identiquement nul ; 
par conséquent tous les coefficients des nouveaux termes qui 
se formeront, devant se réduire à zéro, fourniront autant d'é- 
quations de condition, par lesquelles on assignera la valeur 
de coefficients indéterminés A, B, C, D, . . . . 
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Soient, par exemple, les équations 

&o iz?* + &,ir 4- &« = ; 
la forme littérale de leur résultant sera 

et réquation aux dérivées partielles [1] deviendra 



/ dR , 



. dR\ , âR , . dR „ 



d'où Ton tirera les équations de condition 

A + B==0, B4-.C = 0, 2B + nC4-D = — 0, 

et comme un des coefficients peut toujours être pris arbitrai- 
rement, il s'ensuit, en prenant A = l, que 

B = l, C = l, D = — 2, 

et alors le résultant sera 

4L7. Troisième propriëlë. En appelant x la valeur 
commune aux deux équations proposées^ on aura 

. s. 3. . , m. . rf^R . dR . dR . dR 

•■ J da^ da^_i da^_^ da^ 

DÉMONSTRATION. Supposons, cu eflFet, que les coefficients a^a 
reçoivent les accroissements ba^, ba ; les proposées admettront 
encore une relation commune, si l'on a 
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et comme dans ce cas le résultant doit encore s'annuler, il 
faudra que Ton ait aussi 

^^ dR , ^ dR ^ 

ces deux équations nous fournissent immédiatement la pro- 
portion 

«__- dR dR m— l m— -p 

[11] 3— • T- ' • ^ '00 , 

*- -" ddi dap ' 

laquelle continuera à subsister lorsqu'on changera a en b. 
De là le passage aux proportions [8] est de soi-même évident. 
CoROLLAiBE 1 . Dc la proportiou [9] et de son analogue en b 
on déduit la suivante 

ri21 dR^dTR^^dR^dR dR dR dR <^B_q 

da^ ' dap " dbi ' dbp ' dai db^ dUp db^ ^ 

équation qui subsiste en vertu de R = 0, c'est-à-dire que le 
premier membre sera divisible par R. 
CoROLuoRB 2. Puisque l'on a a?'a7**=a?**"*"\ il s'ensuit que 

ri21 — ^^ <^R dR _ ^ 

da^ * da^p^i da^p da^^i ~ ' 

et le premier membre devra encore être divisible par R. Ainsi, 
pour m=2, il viendra 

dRdR fdRV 



dai ddQ 



-(l^)=M,H. 



Corollaire 3. Remplaçons dans Téquation v les puissances 
de X par les dérivées de R prises par rapport aux coefficients 
de <p qui leur sont proportionnelles; il viendra 

'rioi ». dR , , dR , - dR I I , dR ^ 

^^^^ ^^di ^^'di ^^^Ta ^^••• + ^^5^ = ^- 



Cette équation a lieu dès que l'on suppose une racine commune 
aux deux équations proposées ; elle devrait donc s'évanouir 
avec R. Mais elle n'est pas divisible par R, car elle est de 
degré n — I seulement par rapport aux coefficients a ; donc 
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elle doit s'annuler identiquement. Supposons, par exemple, 
m = n^ on aura les deux équations identiques 

MCI -aRi-aR,-aR| . , dR /v 

4S. Quatrième proprlëië. En appelant x la valeur 
commune aux deux équations proposées [1] (page 71), on aura 

riAi 1 m m—i (fR ^R dR dR 

[16] 1 : a; : aï* : ... : a? : : -r- : -j- : -p- --t-— , 

»V,m-l »\m-2 »\-,m— 3 »V,0 

X étant les éléments du déterminant [29] (page 21). 

Si, en effet, dans les équations [28] de la page 82, on sup- 
prime la ligne r, on pourra, d«s m — 1 équations restantes, 
tirer les valeurs des m — 1 quantités x^^ , oT^ ,...,«' 
considérées comme des inconnues. Il viendra alors, par des 

théorèmes connus, 

_,_,, dR m—» dR 

et de là la proportion énoncée. 
Posons 

[18] J^ = ^ , 

la relation [17] deviendra 

[19] A «'*"'"= A ,. 

On aura pareillement 

[20] A x^'"'=A ,. 

Mais si, au lieu de la ligne r, on avait supprimé la ligne r', 

on aurait obtenu 

[21] A , x^''= A , , ' 

[22] A , a;"-'= A , . 
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De ces relations on tire 

[23] œ'':ar^k^y.k^^,, 

[21] *':/=A :A ; 

d'où 

f^J af ■-' ~ A,,., î 

par conséquent, toutes les fois que r'+ s =»"+«', il faudra que 

[26] K;,= K^- 

Ainsi, toutes les quantités A, dont les indices forment une 

somme égfale, sont égales entre elles. 

49. Cinquième propriëlë. La solution commune aux 
équations 9=0, mi = est aussi une solution de V équation 

[27] D^<P. D V — D„<P . D v = 0. 

En effet, on a, par un principe connu de la théorie des fonctions 
homogènes, 

[281 I « ' ^^ y ' 

oc ' y 

Or, puisque les proposées s'annulent par hypothèse pour des 
valeurs de x, y diflPérentes de zéro, il faudra que le dénomi- 
nateur commun de ces valeurs, ou le déterminant 



rc ' y 

« ' y 



= 



s'annule. Ce qu'il fallait démontrer. Ce déterminant se nomme 
le Jacobien des deux fonctions cp, v. 

Appelons J ce déterminant ; on obtiendra encore la propriété 
qui suit: 

50. Sixième propriété. Si les proposées s'annulent pour 
un système des variables x, y, les dérivées partielles de P, 
prises par rapport à chacune des variables y s'annuleront 
aussi. 
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On tire, en effet, des équations [28] les suivantes : 

[291 ^ y y ' 

et, en les diflFérentiant successivement par rapport à x et à «/, 
on obtient 



[30] 



Or, si par hypothèse <p = v = 0, on a encore, par le théorème 
précédent J = 0; il faudra donc que 

dx dy 

Application. Comme les dérivées ^— ? 3— , dans le cas de 

dx dy ' 

m = 3, sont aussi de troisième degré, il s'ensuit que la ré- 
sultante des formes cubiques (page 84) pourra encore se mettre 
sous la forme 

a b c d 

V Ql r s 

2(ag — &i?) 3(ar— cg') as— rfp+&r— cg' &5 — dq 

ar — cp as—'dp-\-l)r^cq ^(hs — dq) 2(cs^dr) 

51 •Septième propriété. Si dans les équations proposées 
<^ et ^ on substitue aux variables (x, y) de nouvelles va- 
riables (u,v) liées av^ premières par des équations linéaires 
telles que 

[31] S '=P" + «''' 

/ y=p'u-\'q'v , 
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le nouveau résultant déduit des équations transformées 
sera égal à Vancien multiplié par une puissance du dé- 
terminant pq' — p'q de la substitution. 
Mettons, en eflFet, les fonctions 9 et v sous la forme 

[32] <p = «0 (a? — a^y) (x — (x^y) ... (a? — a. y) ... (a; — a^y) = 0, 
[33] v = &o(^ — PiI/)(^ — Pi!/). •.(^ — P,I/).-.(^"-P^2/) = 0. 

Par suite de la substitution [27] les facteurs quelconques 

X — a. y , X — ^.y 

deviendront respectivement 

et les transformées et Y de <p et y seront 



(p—.p')!"-^»). »-ht^ ("-%§"]' 



[3.1 v=«.*yi(u-2ïg.)(u-ûg„)...(„-i|^^,) : 

Or, comme nous l'avons vu, le résultant R est le produit 
de toutes les différences a. — p. que Ton psut former avec les 
racines de 9 et de v. D'ailleurs, cette différence quelconque 
des racines serait maintenant, pour les équations O et Y, 

V — «.P' P — PiP' "" (P — Œ^P) (P - P/') . 

En revenant par conséquent à l'expression de R donnée au 
N. 36, en y remplaçant a^ et &<, respectivement par ao^(P>P') 
et &oV (PtP')t la valeur du nouveau résultant R' sera 

R' = (l?g'-p'gf'*R, 
ce qu'il fallait démontrer. 



/ 
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Corollaire. Si dans tpx et ^^x on remplace la variable œ 
par ^, . . , z étant une nouvelle variable, le résultant des 
nouvelles équations sera encore égal à celui des équations 
primitives multiplié par une puissance du déterminant pq'—p'q, 

5!9. Iliiitième propriété. Soient 

deiuv nouvelles fonctions liées linéairement arix fondions 
données <p et ^\ leur résultant W sera égal à celui des 
fonctions 9 e^ v multiplié par une puissance de pq' — p'q. 

En eflFet, chaque élément de déterminant à déterminants 
binaires, qui exprime le résultant R selon la méthode abrégée 
de Bezout, acquerra le facteur pq* — p*q^ et le résultant lui- 
même le facteur (pq^ — p'q)^. 

Corollaire. Lorsque 9 et v sont respectivement les dérivées 
par rapport à a? et y d'une même fonction 

[36] f^^a^x'+la^x'-^-^i^ ^'-V+. ..+ «,!/', 

leur résultant est naturellement une fonction des coefficients 
de f. Or, si dans f on fait la substitution 

œ = plL-\- qY , 

et que Ton appelle F la transformée de /*, le résultant fourni 
par les équations 

rfX ^' dX ^ 

sera égal à Tancien R multiplié par (pq* — P*q)^ - Cela 
est facile à démontrer en ayant recours au théorème pré- 
cédent, et en remarquant qu'on a 
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Ainsi, pour toute fonction entière et homogène en x, y, il 
existe une fonction de ses coefficients qui a la propriété 
de se reproduire^ à un facteur près indépendant de ces 
coefficients^ lorsqu'on y remplace les variables par d'autres j 
liées linéairement aux premières. 

Il est aisé de s'assurer que, dans le calcul actuel, cette fonction 
n'est autre chose que le produit des carrés de toutes les dif- 
férences entre les racines de Téquation donnée. C'est ce qu'on 
verra dans le chapitre suivant. 

Mais elle n'est pas la seule ; car, comme M. Cayley l'a dé- 
montré, toute fonction entière et homogène en a?, y admet 
une infinité de fonctions jouissant de la même propriété, dont 
cependant l — 2 seulement sont indépendantes entre elles. 

On trouvera les fonctions pour l = 2, 3, 4, 5 dans les tables 
à la fin de l'ouvrage sous la dénomination de discriminants. 

53. IVeawiènie propriété. Si dans les équations 

[39] <p(x,y) = , V (a?, y) = 

on substitue pour x, y des fonctions quelconques entières 
et homogènes de u et de v 

[40] x = G(UjV), î/ = H(u,t?), 

le résultant des équations transformées V e^ <t) sera égal à 

celui de <p et de ^ multiplié par une puissance du résultant 

des équations 

G(u,t;) = 0, H(u,t?) = 0. 

DÉMONSTRATION. Faisous dans 

[41] 9 = aa(^— «il/) (X — a,i/) ... (a? — a^y) , 

[42] V=&o(^— Piî/)(^ — P«î/)---(^ — P^I/) j 

la substitution indiquée. Les équations transformées <t> et y, 
seront, en désignant par TT la caractéristique d'un produit 

[43] <t> = aoH [g (it, t?) — a H (u, r)] , 

[44] V = b.TJ [g (u, v) — PH (u, t?)]. 

« 

FaJL du Bbumo — Théorie des formêt binaire». 7 
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Or, ces équations admettront une solution commune dès qu'il 
y en aura une pour deux facteurs quelconques 

G (u, v) — a H (u, v) = , • G (u, v) — P H (te, v)=0, 

c'est-à-dire, d'après le théorème précédent, dès que leur ré- 
sultant (a— P)'Q s'évanouira. Nous sous-entendons ici que Q 
désigne le résultant des équations G = 0, H = 0, et q leur 
commun degré. 

Autant donc il y aura de combinaisons de facteurs, autant 
il y aura d'expressions, telles que (a — p)^Q, qui en s'annulant 
exprimeront la possibilité pour les équations et V d'avoir 
une solution commune. 

Donc l'ensemble de ces conditions, à savoir Q'***R', sera le 
résultant cherché, puisqu'il n'y aura pas de cas de solutions 
qu'il ne comprenne. 

Exemple. Soient les équations 

[45] 9 = a^*+ &^l/ -}- <^l/* V = a'a7*-j- &a;î/ -j- c'î/*, 
et transformons-les en d'autres et V par les équations 

[46] œ = pu* + Q^^ + ^^^j y =p V+ q'îiv + ^"'v* ; 

le résultant de <t) et V sera 

[47] 

[(«(?'— ac)'—(aJ'- a'b) (bc'-b'c)] [{pr'-rp')^-(pq'-p'q) [qf-rq')]^ 

Corollaire. Supposons que 9 et v soient les dérivées par 
rapport k x et k y d'une même fonction homogène f(œ^y): 

Le résultant de D . f , D . f sera une fonction des coef- 
ficients de f, dont une certaine puissance aura la propriété 
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de se reproduire à un facteur prèSj lorsque dans f on 
remplace les variables x^ y par des fonctions quelconques 
litières et homogènes d'autres variables u et v. 
Telle sera, par exemple, la fonction 

• 

(ad — &cy*— 4 (ac — b*) (bd — c«) , 

<îorrespondante à la fonction de œ et de y, 

ax^-^Sbœ^y -f- Scxy* -\- dy^. 

Nous nous arrêterons ici pour ce qui regarde les résultants. 
Ceux qui voudront approfondir davantage cette étude pour- 
ront consulter l'ouvrage de Fauteur : Théorie générale de 
i^ élimination. 



CHAPITRE TROISIÈME. 



DISCRIMINANTS. 



54i,0n entend par discriminant le résultant des dérivées-- 
par rapport à chaque variable d'une fonction homogène de- 
plusieurs variables. 

Dans le cas qui nous occupe, le discriminant sera le résul- 
tant des fonctions ^' ^^ d'une fonction homogène de x, y. 
Nous allons en examiner successivement les diverses propriétés. 

55. r. En désignant par n le degré de la fonction , le 

discriminant est une fonction homogène de degré 2(n— 1). 

DÉMONSTRATION. En effet les fonctions -=-?? ~ seront de 

dx dy 

degré n — 1, et, d'après une propriété connue, le résultant 
étant homogène et de degré n — 1 par rapport aux coefficients 
de chaque fonction, il sera de degré n — 1+n — l=2(n — 1) 
par rapport aux coefficients de 9 Qui figurent dans les deux 
fonctions. 

56. 2". Le poids du discriminant sera n (n — 1). 

DÉMONSTRATION. Il suffit dc remarquer qu'en vertu du théo- 
rème (page 73), le poids, égal en général à mn, devient dans ce 
cas (n— l)(n— 1); car les deux fonctions sont toutes les deux de 
degré (n — 1); mais comme les indices de Téquation ^ sont 
ceux de la première augmentés d'une unité, il s'ensuit que 
le poids sera (n— 1) (n— l)-f-n— l = n(n— 1). 
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Corollaire. Le Discriminant aura certainement, en égard 
^u poids et au degré, par rapport à la série des coefficients 

«0 «i «« . . . «m-1 
t^i CZj lÂf^ • • • vlfn 

la forme ^a^ a^ +jB. ^ étant un coefficient numérique et 
B une quantité, qui s'évanouit avec les autres coefficients 
-â, , a^, . . . , ^^_j' 

57, 3". Le discriminant D rfe Za fonction % ou le résul- 
tant des équations 

[1] ^ = 0, ^ = . 

^ ^ dx ^ dy 

-est égal aux résultants des équations 

"=«• g = 0, et ,=0, g=0 

-divisés respectivement par a^, a . 

Eu eflfet, si Ton pose y=l, ao=l, l'équation connue 

d<D , d <D t 
"♦ = « J3+ y j^ devient 

I 

en désignant par [-— j ce que devient ^ lorsqu'on y fait 
y = l (•). Or rélimination de œ eutre 9 et (~) se réduit au 
produit a**~ <P| 9j . . . 9^. . . , où par 9^ on sous entend généra- 
lement la valeur qu'acquiert 9 par la substitution d'une racine 

^h ^^ i^]' ^^^^' ^^' P^^ hypothèse, 9 = 0, (|^^=0, Té- 
quation [2] nous donne ^9^= x^ I ^ — » 



(*] Dans cette démonstration nous supposons la forme 9 écrite sous 
forme binomiale pour plus de simplicité. Mais on voit bien que le théorème 
a aussi lieu pour les formes non binomiales, puisque Jes coefficients ex- 
trêmea ao, a^ ne changent pas. 
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Donc, en multipliant les diverses équations (7i =1, 2, 3, . . .), 
et en observant que n est un facteur numérique étranger au 
résultant, on aura 

d<p d(p d(^ d (p 
OU, en multipliant des deux, côtés par (— l)**^'*"^^a*p\ 

Mais le premier membre, d'après le N*" 37, est le résultant de 
%IP-]; d'ailleurs (_i,(«-i)(--i)^-i^...^ est le résultant 

des fonctions ^, ^; et puisque (-l)**^'*-^W(-l)^"-^^'^^\-ir\ 
et que (—1) x^x^, , , ^n-\ ^^^ précisément le dernier terme 
de l'équation fj^j = 0, c'est-à-dire a^, il viendra 

[3] Eésult. [9, ^j = a^ Résuit. (^, ^j = Discriminant. 
Par l'échange de x en y, on obtiendra évidemment 
[4] Résuit. ( qp, -,- ) = «0 Résuit, f j? , 5^ ) = Discriminant. 
En combinant ces deux équations on trouve 

aoRésult.(<p,|^] = a^Résult.(cp,g) , 

ce qui se peut démontrer directement; car le résultant de 
(<P,g) se réduit au produit û„"(g)^ (g)^ . . . (g) j où 

parf j^l on sous-entend la valeur qu'acquiert la fonction (3-^) 
pour 07= a^. Mais si par hypothèse 9 = 0, f ^Wo, Téqua- 



tion [2] nous donne 



( 



d<p \ ^ d^^ 

dy Ih ^d^h 
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On aura donc 



Observons maintenant que a^*" ^ ^ ••• j^ est précisément, 
d'après le N** 37, le résultant des fonctions 9 et ^ , et que 

(— l)**aoaia4 ... a^ ... a^ est précisément le dernier terme de l'é- 
quation qp = 0, dont les a sont les racines; donc 



a^ Résuit. [ 9, ^ j = a^ Résuit 



.(.. 



^9' 



Par des considérations d'un autre ordre on arrive aussi à 
trouver que le résultant [4] contient a^ en facteur. Car, lA 
l'on entreprend de trouver le résultant des équations 

^9 n-1 , , rt. n-2 . («-l)(«--2) »— 3 , , , ^ 

^=aoa? +(n— 2)a,a? i/+^ ^ — 'a^x !/'+...+ a^i 

par la méthode dialytique, il est facile de s'apercevoir que la 
première colonne du déterminant est divisible par a^. 

Un exemple éclaircira davantage ce que nouis venons de dire. 
Le résultant des équations 



9 = a^*+ 2\)xy + Cî/'= 
est égal à 



ao: + &!/ = = 



(f9 

dx 



a 2b c 




1 2b c 




1 2» c 




a b 
b c 


a b 
a b 


= « 


1 b 
a b 


— « 


b c 
a b 


= a 



Or 



a b 
b c 



est en effet le résultant des équations aa?+&y=0, 



hx-\-cy=zO. 
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58. Le discriminant est égal au produit des carrés des 
différences des racines. 
Ainsi en appelant toujours Oj, a,, . . ., a les racines, on aura 

Discr.=(— 1) » a^ («i-o,)'(a,— a3)*...(«,-«8)*-(o„_,— oj*. 
DÉMONSTBATioN. On a en effet 

[^^ ë"''» [(a; — «,)(i» — «s) • • • 4- (a; -a.Xaj — «,) . . .+. ..1. 

Par conséquent le résultant de <p, ~ sera, d'après le N* 37, 

Or observons d'abord que cette expression ne contient certai- 
nement que deux fois la môme diflRérence o^— «^ car une seule 
des parenthèses du second membre de [7] contiendra a^ associée 
à toutes les autres racines, et une seule des mêmes parenthèses 
contiendra o^ combinée de même avec les autres racines; donc 
la différence a^ — a^ n'y pourra paraître qu'au second degré 
comme dans [5]. D'ailleurs les deux expressions [5] et [7] ne 
diffèrent que par le facteur a^. Donc le discriminant, étant le 
résultant [7] divisé par ao, en vertu du théorème N* 57, aura 
bien la forme [5], ce qu'il s'agissait de démontrer. 

50. Le discriminant du produit de deux fonctions est 
égal au produit de leurs discriminants^ multiplié par le 
carré de leur résultant. 

En effet, le produit des carrés des différences de toutes les 
racines comprises dans les deux fonctions peut se décomposer 
dans le produit des carrés des différences appartenant à 
chaque fonction, multiplié par le carré des différences des ra- 
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cines prises dans Tune et Tautre fonction. Mais ce dernier 
produit n'est autre chose que le carré du résultant des deux 
fonctions. 

Application. Le discriminant de (x — a) f(œ)-= Discriminant 
de f (ce) y^{f{p)Y . Si ar=0, f{o) se réduira au dernier terme 
de f(x)^ et ainsi dans ce cas le discriminant de xf(x) sera 
= a^ X Discrim. f{x). 

Le discriminant de 

a^x + a^x y-\ra^oc î/*+ . . . + «^^i^l/ + cl^V 

est de la forme a^G-f-a _jV, v désignant le discriminant de 
la fonction susdite privée de son dernier terme et divisée par x. 
Car, si nous posons a =0 dans le discriminant, on doit 
obtenir le même résultat que si on faisait a =0 dans la fonction 
proposée. Mais dans ce cas la fonction se réduit à 

X (ao a;'*^^+ a ja7**"V + . . . + a^,) , 

et le discriminant sera, d'après le théorème précédent, a^_^- 

Par conséquent a^_,v nous représente bien la partie indépen-* 
dante de a dans le discriminant proposé. 

%0. Théorème. SI les racines d'une fonction f(x,y) sont 
réciproques^ le discriminant est divisible par la demi-somme 
des coefficients. 

On pourrait démontrer cette propriété directement. Mais si 
Ton met le discriminant sous forme de déterminant, à l'aide 
de la méthodedialytiqued'élimination, on trouve immédiatement, 
en sommant les lignes ou les colonnes, quMl est divisible par 

|r(l,l) = ao + na,+ ?^^a,+ ... 

01. Jusqu'à présent nous n'avons rien adopté par rapport au 
discriminant exprimé eu fonction des coefficients. Mais d'après 
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la condition qu'il doit remplir par rapport au degré et au 
poids (N" 55, 5G) ; il sera certainement de la forme 

. f n— 1 n — 1 I \ 

A désignant une coefficient numérique, qu'on peut déterminer 
à Taide de l'équation [5], et la suite des termes après le premier 
contenant au moins un des coefficients a» , a^ , . . . d^^y Sup- 
posons à cet eflTet d'après M.Cayley que les racines a^Pv soient 
celles de l'équation a?**— 1 = 0, et représentons par TT (a) le 
produit des carrés des différences (a— P)^(ct — T)^..., on aura 

n(n-l) 

(-1) 2 a!'*"'n(a) = (-ir-'^; 



car la quantité entre parenthèse a** a^ + .... se réduira 

n— 1 

dans ce cas à (—1) . Mais notons que si f(x)^=(x—a) (a:— p)..., 
on a f\o) = (a-P)(a— T) . . . , r(p) = (p— a) (P— T) . . . , etc., 
et par conséquent 

n{n—l) 

n(a)=(-i) « r(a)r(p)... 

Dans le cas actuel f {œ):=nœ ; donc 

f (a) r (P) . . . = n>PT ; . .r""^ = n**(~l)'^\ 
et n(a) = (-l) (-1) 2 n ; 



donc enfin ^ = n** . 



Par conséquent la relation [5] deviendra 
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et si on adopte d'écrire 



Discriminant = A = a**~ a**" + . . • , 

on 

on aura 

n(n-l) 

n(a) = (-l) « n"A. 

On pourrait ajouter maintenant beaucoup d'autres propriétés 
des discriminants; mais nous nous réserverons d'en parler à 
propos des invariants et des covariants. 



CHAPITRE QUATRIÈME. 



FORMES CANONIQUES. 



•9. Théorème. Une fonction homogène à deux lettres de 
degré quelconque impair 2n-f-l peut être réduite à la forme^ 
qu'on appelle canonique. 



2»-i-l 



2n-i-l 



par la résolution d'une équation de degré n-|-l- 

DÉMONSTRATION. Soit 

12] 

«»+-! . 2«+l 2n , (2«+l)2» tn-\ , . , 2»+l 8n . 

^<fl> H j— 0«'» 1/4- ^.o ^ I/'-f--H ]— '^«"^^ +«ï»-.-lî' 

une telle fonction, et soit 

m 

sa forme canonique, forme à laquelle peut être toujours réduite 
l'expression [1], en posant fi= ?^a^ , Tt= Pi«i , • • • J^^ Pn ^n» 

p2n+l_ û2»-^-l_:^^ o«'*-^l__ <„ . 
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on aura les équations de condition suivantes 

Pi +P. +P» +Pi -+Pn +Pn^l 

J>.a, +p,o, +^,0, 4-p,a, ...+pa. +P 



n n 



tu- !"»-♦. 1 



= «17 



Pl«i* +PA' +P8«3* +PA' •••+l^n«n +^n^l«Ll=««> 



[4] P.a? +P»^2 +^3«? +P4«Î -+Pn< +Pn.l<^X=^n^ 



Pi^r^ +Pi«r^ H-Pscir^ +P4«r^ •••+Pn«r^ +^ 



n+l**n+l 



= a 



n+l» 



Pi«^ +M'' +Pa«|'* +P4«^ •••+l'n«n" +^n-Hld =«; 



2n+l — 



^2n' 



n+ !»*»»+ 1 



=a 



2»+U 



Les équations, étant au nombre de 2n4-2, sont propres à 
déterminer les 2n + 2 inconnues p et a. 
Éliminons i?, entre les n-}- 1 premières équations; il viendra 



APi= 



«c 

a 



a, 



1 



1 

a. 



2 

*n^2 



a 



n 



n 



n+1 



, A = 



1 
a, 



1 

2 
«2 



1 

a 



8 



n+l 



n+l 



a. 



n 



2 



'n+l 



et, eu supposant que le déterminant soit de la forme 
A = Ao.l + Aja, + A,a,«+Aaa,»+... + A^a|*, 

on pourra généralement poser 

[5] jp;= Aoao+A|a,+A,a,+ . . . + A^a^. 

Éliminons ensuite pfl^ entre les n+l équations qui suivent la. 
première ; il viendra 



^Pi(ii = 



Ûl 


1 


1 


.. 1 


a. 


«t 


«s • 


a , 


a. 


2 


s 

«3 • 


2 

.. a _ 

n+l 


• • 


• • 

n 


• • 


« * • 
n 



\ 
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de sorte qu'on aura eifcore 

{6] P'i«i= Ao^i-t- Aia,+ A,a8+ . 

On obtiendra pareillement 



. + A a 

i M. 



n n4-l 



{7] i>,o,*= A„a,+ A,as+ A,a,+ . . . + A^a^^g 

« 

•et enfin 



• n+l 



{8] p.a, = A.a„^,+ .A.a„^5,+ A,a^^3+ . . . + A„o^„^,. 

On aura donc un système d'équations au nombre de n-f-2, 

— p', 4-Aoa, +Aiaj +A,a, +...+A^a^ =0, 

— P>i +A»a, +A,a, +A,aj +. . .+A^a^_^j=0, 

19] { — M* +A«a, +A,a, +A,a4 + . . .+A^a^^g=0, 



f »-»-l 



-^^.^^ + Aoa^_^,+A.a^^2+ A,a^^3-|#. . . + A^a^^^jZ^O, 



. entre les n + 1 rapports 

Aq Ai 



• î 



A, 
Pi ' 






Il viendra donc simplement Téquation 



n+l n n— 1 n— 2 
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1 



1 



n-i-l » n— 1 n— 2 



n-4-2 n-»-l n 



a 



n-l 



n+3 n-»-2 n+1 n 



«1 


«1 


1 


O, 


a, 


a 


ûa 


«« 


a 


a* 


«» 


a 



«J»+l «2n S«-l '»2»-2 ••• ««H^ ««+1 «« 



= 0, 



dont les n + 1 racines détermineront les quantité^ o, et alors 
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au moyen de nos n-[-l premières équations [4] on déterminera 
les quantités inconnues p. Il sera alors facile» de passer des 
quantités p et et aux quantités p, Tj et le problème sera 
entièrement résolu. 
63. Application 1«». La forme cubique 



[11] 



flo^H SûjO?*!/ + 3a,ari/*+ a^y^ 



pourra se mettre sous la forme canonique 

[12] Pi (^ + a,y)'-f-p, (a? + a^vY 

où a„ «t, 2?i, p, seront déterminés par les équations 



[13] 



a 



1 



a. a. at 



«8 a, a, 



= 0, 



[U] 






En posant maintenant 



[15] 



œ'\-a^y = x'Vpl^ 

3 



l'équation proposée devient 



[16] 



(^)'+>=o- 



â? 



Mais des équations ci-dessus, en posant -=:^ et p désignant 
une racine cubique de — 1, on déduit 



s 



i+p 






[11] 2z + a.+ 0, = (a.- a,) ^_^^^ = («,- «.)■ 



s 



En posant pour le moment L'— =rft, on voit que 

1 + P* _ (1 +P*) (l + A)(l+p«A) _ l+A(p+l+p') + A'p ( p+l+p')-A' 
1-pA (l-pA)(l+A)(l+p«A)~ 1 + A» 
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ou que l±^^ l + 2Ap + 2AV-A3 . 

^ 1-pA 1 + A» 

de sorte que 



3 



Pi + Pt 



et alors Téquation [17] devient 

^^ o o • 

2. + a.+«.= -g«'+;o(a.H-a.) _^2_(a^) ;,_^^^__^^/^^)^ 



«0 û^ 

8 8 



[18] «0^ = — aj— l^aoûî— «i*(p V^«i — flo^i— p* Va^—a^aJ 

Car, en appelant A le discriminant 

[19] (ao^s— «!«,)* — 4 (a^a^ — a^*) (a^Ot—a,*) 

de réquation canonisante [13], celle-ci nous donne 

s. 

* ai— a, -^^ ai— Qj 

Observons maintenant qu'en posant 

A = 3aoaia,— ûq* «3—2^1^ , 

A—aoV^ A + floVÂ 

* ** * 2(flo«i— «i) 2(ûoaâ— fli') 
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et alors il viendra enfin 



a,. = -a.-p|/f -|l/Â + py| + |>l/K; 



de sorte que les trois racines seront 

3 8 



«,..=-«. + |/f_|yÂ + [/f4-|VÂ, 



s 



[21] 



a„.,= -a.-pj/f-|i/Â + p«|/f + ||/Z, 

3 3 

a,;ï,= -a,-pJ/f + |i/Z + P»|/f-fl/S. 

Telles sont les formules données par Eisenstein dans le Journal 
de Crelle^ Tome 27^ sans démonstration. 

Lorsque Téquation cubique prend la forme connue a^-\-pœ-\-q=Oj 
il suflBlt de faire dans ces formules ao=:l, «1=0, a^=^ , 
a^^=q^ et alors on a 

y- 2 ' 2 ^^-KT + 27' 

et on trouve, en posant R= y ^"^ ' 



8 . • S 



^.=pl?ï+Vl-p«j?fr^, 

3 S 

^,=- p'|/|+7r + p [/f^^ , 

formules qui coïncident, par le changement de ;? en — z^ ou 
de ^ en — q^ avec les formules connues. 
Sous la forme de quotient, on trouverait 



2 (aoû,— a^)z^a^a^— a^a^= — VA 3 — 3 

FaI i>b Bburo — TA^orït d«« formes binair$i. 8 
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64. Application 2'°«. Soit réquation 
[22] aa^-\-5bx'y-{-]0cxY' + l0dx^y^-{-3eooy'-\-fy'' = 0, 

qui, d'après le théorème démontré, peut toujours se mettre 
sous la forme canonique 

[23] p(a) + ay)^+q(x + ?y)^-i-r (a? + T|/)* = , 

où a, p, T sont les racines de l'équation cubique 



[24] 



[25] 



Ao?» + 3Ba?*4- 3Ca? 4- D = , 
A = ace -}- 2&cd — ad* — eô* — c* , 
3B= acf'{- bce — ade — &V+ bd* — c^d , 
3C = adf-]- bde — bcf^ ae* + c*e — ccP , 
D = &dr+ 2cde — ôe* — cY— d'^ , 



équation à laquelle on arrive en partant de celle de la forme 



[26] 



1 


œ 


0?» 


or' 


a 


b 


c 


d 


b 


c 


d 


e 


c 


d 


e 


f 



= 



commune à toutes les équations qui servent à canoniser une 
fonction homogène de degré impair à deux variables. En dé- 
terminant p, 9, r par les équations suivantes, qui lient les 
coef9cients de la transformée canonique à ceux de la proposée, 

Ip-fg-f r = a, 
on trouve 

Posons maintenant 



flaT--&(a+T)+g 
(P-a)O-T) 



flap-&(a+P)+g 
lT-a)(T~P) 



[29] ^ = -^ 



tf P (g— T) + 1? (p~T) g 
(a-P;(P-T)(T-a) 



y 



^(tt-T)+g[p--T) 
(a-P){P-T)(T-a) 
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On verra aisément qu'alors on peut donner à Téquation [23] 
cette forme 

[30] (^«' + (i^.t,» + (^.(u + «)'=0, 

ou 

[31] lu^+ mt?*+ n (u + v)' = , 

en faisant 

[32] ^=r-^' *w=r-^» ^=7-^- 

Eu posant encore X = --, l^ = — , la forme canonique [31] 
prend encore cette forme 

[33] \u^-\-' M!?* + (u + 1?)» = , 

sur laquelle nous reviendrons dans la suite. 

Ainsi, si Ton observe que le déterminant de la substitution [29] 
est l'unité, on a déjà ce résultat remarquable, qu'une fonction 
de 5« degré à deux variables peut toujours^ par une stibsti- 
tution linéaire à déterminant i, être ramenée à la forme 
définie par V équation [33] , ne contenant plus que deux 
paramètres. 

tt5. La réduction générale des formes de degré pair à la 
forme canonique présente de grandes difficultés. Nous nous 
bornerons à présenter aux lecteurs celle des formes 4« et 6« 

Soit 
[34] ax* + 4 bxfy ■{- 6 cje? V + 4 dxy^ -f ey* 

la forme de 4« degré, et 

[35] P(x + aî/)*+ g (0? + p î/)*-f 6r (x + ay)« {x + Py)« 
sa forme canonique. 



(•) En posant ti=: — -, l'équation. [31] devient Zu*+miî»-n(u+i3)*=0, 

ou lu^+mt^-i-nto^^^O, si 1 on suppose u4-o+^=^* C*est sous cette forma 
que quelquefois on présente la forme canonique de la forme quintiqua. 
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On aura, pour déterminer les 5 coefficients p^ q, r, a, p, les 
5 équations de condition 

p-\-q + 6r = a, 

' 4jpa4-gp-j-3r5 = & , 

[36] i?o«+gP«4.r (5*4-20 = c, 

pa»+gp^ + 3r5^ = d, 
pa*4-gp* + 6H» = e, 

en posant 5 = + ?, ^=aP. 

Éliminons p, q entre les groupes (1, 2, 3 ; 2, 3, 4 ; 3, 4, 5> 
de ces équations; nous obtiendrons 

(a — 6r)< — (& — 3r5)5-f [c— r(5*+20] = 0, 
(b—Srs) t— [c—r (s*+20] s^-d-- 3rst = , 
[c — r (5* 4-20]^— (rf—3r505+e — 6W*=0 , 

qui se réduisent aux suivantes 



[37] 



a^ — &5 + c—r (8^ — 25*) = 0, 
& ^ — c.ç 4- d — r (4 5< — 5^) = , 
c^ — d5 + e — r (8^«— 25*0 = , 



ou encore, en posant X = — r(8< — 25*), à celles-ci 

at — b$-^c-\-\ = 0, 

[38] M-(c-|)5+d=::0, 

(c-fX)^ — d5-f e = 0. 
L'élimination de 5, < entre ces équations fournira Téquation 



[39] 






= X3 — X (fltf — 4^rf + 3c') + 2 



ei ^ c 
d c d 
c d e 



= 0. 



Au moyen des racines X', X", X'" de cette équation on obtiendra 
la solution du problème. En substituant en effet Tune quel- 
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conque d'entr'elles dans deux des équations [38], ou obtiendra 
les valeurs cherchées de s et t^ et alors au moyen de Téquation 



M 



~5;2;-f ^ = 0, 



on obtiendra finalement les valeurs de a et p, d'où par les 
équations [36] on aura celles de p, 9, r. Ainsi le problème 
sera complètement résolu à Taide de la résolution d'une é- ' 
quation cubique et d'une équation quadratique. 

U est évident que de la forme canonique [35] on peut passer 
à cette autre 

par une simple transformation des paramètres "p, ^, a, p, r. 
Si maintenant on pose 

on en déduira que toute forme biquadratique, par une simple 
transformation linéaire et par la résolution des deux équations 
de 2* et de 3« degré, peut se mettre sous la forme canonique 
réduite 

ie* + t;* + 6^w«t?«. 

Or, en égalant à zéro cette forme, ou en ayant égard à son 
équivalente 

(i)'+ea(«)Vi=o. 

on voit qu'elle est résoluble algébriquement. Ainsi la transfor- 
mation en forme canonique peut Servir à résoudre les équations 
de 4* degré. 

••• M. Sylvester, à qui l'on doit l'élimination ci-dessus, a 
réussi aussi à trouver la forme canonique pour le 8* degré. 

Soit 

+ 8a7a^'+a8Î/* 
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cette fonction, et 

(p,a;+«,!/)'+(p,a!+g,y)«+(p^+(?,I/)»+(p«a;+««î/)'+70£(p,a:+«,v)»(j?,«+g,y)* 

X (Ps* + îsî/)* (P«* + QkVY, 
ou mieux encore 

[41] 

p,(*+x.y)'+p«(H-x,y)»+Ps(^X3y)*+P4(^X4y)'+70m(x+x,î/)'(x+x,y)* 

Posons 
(«+X,y) {a;+X,y) (i+X,») {x-\-\ji/)=oi^-\-Sii^y-\-s^*v^'\-s^''-^9ji*='i 
et M.- = 70 (I 23 -*)(J-^ •••»-*) X par le coefficient de x«-'y' 

dans la fonction T*. En comparant les coefficients de la forme 
[40] avec ceux de la forme canonique [41] on aura un système 
de 9 équations, dont le type sera 

Éliminons p^, jp„ Pg, p^ entre ces 9 équations prises successi- 
vement 5 à 5, en commençant par les 5 premières et en 
finissant par les 5 dernières ; on obtiendra les 5 équations 
suivantes 



«0^ 



a^s 



[42] { a^s 



— a,S3+ a^s^— a^s^-\- «5S0— m N, = , 

— a^s^-^ a^s^— «5«i+ «6^0— m N3= , 

— ^4^3+ a^s^— a^s^+ a^So— m N^zir , 

— a^s^-^ a^s^— a,5,4- a^SQ— m N5 = , 



où pour abréger on a fait 

N,= Mo54-- Mi53-f M^5,-- M35,+ M4, 
N,= M,^^— M,53+ M35,-- M45|4- M5, 

N3= M,54— Mg^a^- M45,— M^5,+ Me, 

N4= M3S4— M4534- M,,.?,— Me5,+ M„ 
N5= M454-- M5934- Me5,— M,s,4- Mg. 
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Maintenant si on développe T', on trouve 



Mo=70 , M,: 



^4=2*4+25,584- V, M5=2 5jS4+2^«^3i Me=5s,S4+2^3', 
\f — ^ 

-"*7 "2~ ^3*4 ? 



Ms=70s/, 



d'où Von déduit 

Nj= 72^4— 185,^3+65,', 

9 3 • 

^ 3^-— i-ébS^S^"^^ o 5|Sj . 53~j~ 5j , 
N4=lo5354 2 S^S^ "T" 2 *« '^a? 
N5= 7254*— ISSjSg . S4+ 65,*S4 , 

et aussi, eu appelant I l'invariant quadratique de T ("*), 

N,=72.I, N^725l, N3=72.gl, N4=725l, N5=7254T. 

Posons maintenant 72 m I = X ; 

les 5 équations [42] deviendront 

ao54— aj58+ a^s^ - «s^j-f «4— X = 0, 

û^l*4— «1*3+ «3*f-- ( ^4+ 4 ] *1+ ^^5= 0, 
^t^A— «8*3+ (^^4— g ] *»— ^^5*+ «6 = 0, 
«3*4— («4+ ^) *3+ «5*1— «6*1+ «7= 0, 

(a4— X) *4+ a5*3— ae*,— «7*+ «»= ^ ; 
par conséquent l'équation qui fournira X sera le déterminant 





ûo 




a, 


a. 


«s 


a^— X 




fli 




a, 


a» 


1 ^ 

«4+ï 


ûs 


[43] 


a» 




0, 


X 
«4-6 


a» 


«e 




«8 




1 ^ 

«4+4 


a» 


«6 


«7 




04- 


X 


05 

# 


a. 


a, 


a» 



= 0, 



(*^ Voir au chapitre suivant, page 123. 
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équation qui fournira 5 valeurs, de X, et par suite 5 systèmes 
clivers de solution du problème de la canonisation de la forme 
de 8« degré. 

M. Sylvester a réussi aussi à résoudre le même problème 
pour la forme sextique. Mais son analyse assez compliquée 
peut être remplacée maintenant par une méthode plus expé- 
ditive donnée par. Cayley, que nous donnerons ailleurs, et par 
laquelle on aurait pu tout aussi bien résoudre les problèmes 
ci-devant pour les formes de 4« et de 8® degré. Ce n'est pour- 
tant que pour une forme spéciale canonique des formes de 
degré pair qu'on trouve Téquation canonisante, et alors celle- 
ci prend la forme des canonisantes [38], [43]. 



CHAPITRE CINQUIÈME 



DES INVARIANTS. 
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Propriétés des invariants considérés par rapport 

aux coefficients de la forme. 

B7. Nous allons maintenant entrer dans rexposition de la 
partie la plus intéressante de la théorie des formes binaires, à 
savoir la théorie des invariants, qui doit son existence aux re- 
cherches faites dans les 30 dernières années par les géomètres 
Cayley , Sylvester, Aronhold, Hermite, Brioschi, Clebsch, Jordan, 
etc., et son origine à un mémoire de M. Boole. Dans cette étude 
nous entendons suivre de près le développement historique de 
la science et fournir aux lecteurs tous les éléments nécessaires 
pour se rendre compte des découvertes des savants jusqu'aux 
derniers travaux des géomètres allemands, que nous ne pour- 
rons que laisser de côté, car cela nous entraînerait hors du 
champ d'un cours ordinaire d'analyse. Gela seul d'ailleurs 
suffira, et c'est là tout notre but, pour mettre les élèves à 
même d'étudier avec succès et sans fatigue les ouvrages 
mêmes des Auteurs que nous venons de citer. 

Soit la forme 

ou, sous la forme abrégée de Cay)^, 

f (^, y) — («07 «1. • • -1 «n-i- ^J (^' y^*" ' 
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Posons 

f(œ^y) se changera en 

[3] ^ ^^ 

Aq, Aj, Aj, . . ., A^ étant les nouveaux coefficients de la trans- 
formée, qui seront évidemment des fonctions des anciens 
coefficients ao, a^, a,, . . ., a^, et des constantes p, q, p\ q' de 
la substitution. 

BS. Soit maintenant q> une fonction rationnelle et entière 
des coefficients a^, a^a,, . . ., a^, et o ce que devient cette 
fonction lorsqu'on y a changé respectivement 

On dira que q> est un invariant de la fonction proposée f(oo^ y) , 
si Ton a 

[4] <l>=(jpg' — p'g)^*(p 

\jL étant un nombre entier. Ainsi 

Un invariant est une fonction des coefficient s d^ une fonction 
donnée telle que^ si dans celle-ci on change les variables en 
d^autres par une substitution linéaire^ la nouvelle fonction 
formée avec les nouveaux coefficients résultant de cette 
substitution sera égale à la première multipliée par une 
puissance du déterminant de la substitution. 

Cette définition de Tinvariant, une fois admise, suffit pour 
en trouver toutes les propriétés. 

Pour bien nous faire comprendre, nous donnerons d'abord 
quelques exemples pour montrer comment les choses se passent. 

Pour n = 2, on a l'invariant 

c'est-à-dire qu'on aura ^ 

AoA. — A,*=: (pg'— j9'g)« (aotti— a,*). 



En effet on n'a qu'à substituer pour Âo, A^, A, leurs valeurs 

A„= aoJP*+ 2a.jpi?'+ a^p'*, 

Aj = a^vq + a, (m'-^-P'a) + d^Po!, 
A,= «0^*4-2 «4^3'+ «jg'*, 

et faire les réductions nécessaires pour retrouver Tidentité. 
De même, pour n = 4, on a l'invariant 

et réquation en effet 

AoA4-4A4A3+3A,«=(pg'— |)'g)*(aoa4— 4aja8+3a,* 

deviendra identique après avoir substitué pour Aq, Ap A,, A,, A4 
' leurs valeurs 

A,=aoP«g4^t(l)'^'+3p»i?'g)+3a,(pV«'+p'«i?^)+a3(î)'»«+3p^^^ 

A3= ao^»p-h«i(«'P'+3«Vi?)+3a,teVP'-Hz'*«l?H- a3(a"i>-k'*«i>'H-3a4«''l>', 
A4=ao«^4-4«i^a'+6a,g*«'*+4a3g'a"+«4^'*- 

Ces exemples suffisent pour montrer qu'avant de procéder 
en avant il est de toute importance de savoir comment en 
général les nouveaux coefficients sont liés aux anciens. C'est 
ce que nous fournira le théorème suivant : 

09. TnéoRÈME. Les nou^aux coefficients Ao,Ap...,A^ sont 
des fonctions Tiomogènes de degré n par rapport aux con- 
stantes p, q, p', q' de la substitution^ et linéaires par rapport 
aux anciens coefficients ao, ai, a,, . . ., a^. 



i^*] Suivant une notation heureuse de M' Cayley on pourrait écrii*e 

Ao= («0» «1» «ti «8» «4) (Pi p')*» A| =^(0^, a„ . . . , 04) (p, p'Y [q, q') 
A, = (oo, a„ . . . , 04) (p, p')* [q, q')\ A8= (ao, a„ . . . , «4) {p,p') \q, q*)^ 
A4=(ao,a„...,a4)(î,ç')*. 
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DÉMONSTRÀTioN. Evidemment la fonction proposée étant ho- 
mogène et de degré n par rapport h œ^ y, elle le sera aussi 
par rapport aux nouvelles variables. Mais comme les constantes 
Pj Qy P'î Q' sont associées aux variables X, Y, elles ne peuvent 
que suivre les divers degrés auxquels montent ces mêmes 
variables, et puisque le degré de celles-ci considérées conjoin- 
tement est constant et égal an, il en sera de même des 
degrés des quantités i>, 9, p', çt^ D'ailleurs la substitution 
n'aflfecte nullement les coefficients a^^ a„ . . ., ^^^ ^^^®^ ceux-ci 
figureront toujours linéairement dans la transformée. 

On peut maintenant se proposer de trouver la valeur générale 
d'un coefficient transformé quelconque A.. Observons à cet eflfet 
qu'on a F=f[px-\-qy, p'ûo-^q'y]; et le coefficient A^, c'est- 
à-dire le coefficient de cc^^^y sera encore celui de { -^ ) ou 

de (- j , selon que l'on divise f par x ou par y . Par con- 
séquent, en observant seulement de mettre F sous la forme 



f 



rp+«(i),^+«'(f)]our[«+p(f),«'+P'(î)} 

et en s'aidant de la série de Taylor, on aura indifféremment 
les deux expressions suivantes pour la valeur des coefficients 



de (■^1 ou de (- 



n— t 

y 



•'-!'.i'-'^" ^=rslo(^é+»'é)^"'-'^' 



n— I 



n(«-l)...(i+l] , _ 1 [r>^ \^'^\ fin a') 

1.2.3...(«-») ^i— 1.2.3...{«-]) Vdq^P dg-) ' ^'' ^ '' 

d'où eufin 

(*} Comme nous avons déjà nrem arqué pour n=4 on pourrait écrire 
généralement 

A. = (ûfo, ûi, ûj, ..., «n-l» «n ) (P>pT"*(î» î')*- 
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VO. Théorème. L'invariant «p est une fonction homogène^ 
par rapport aux coefficients de la proposée. 
DÉMONSTRATION. Si Toii fait la substitution 

chaque coefficient a^ deviendra a A^, et chaque terme par con- 
séquent de Tin variant contiendra en facteur une puissance de k 
exprimée par n fois le degré de chaque terme. D'autre part, le* 
déterminant de la substitution étant dans ce cas à', il faudra que 
par définition l'invariant transformé de (ao, a,, a^, . . . , a J soit divi- 
sible par une puissance déterminée de ft, ce qui n'est pas 
possible à moins que h ne figure partout au même degré 
dans chaque terme, c'est-à-dire, à moins que l'invariant ne 
soit une fonction homogène par rapport aux coefficients de^ 
la forme. 

11. Théorème. En appelant r le degré de Vinvariant 
et A le déterminant de la sul)stitutiony on aura 

nr 

Démonstration. En effet étant de degré r par rapport aux 
nouveaux coefficients, et ceux-ci de degré n par rapport aux 
constantes de la substitution, <t> sera de degré nr par rapport 
à celles-ci, comme nous avons déjà observé ci dessus. Mais par 
hypothèse <t>=A^.^, et les constantes dans le second membre 
sont au degré 2|i. Il faudra donc que 2M=nr, d'où ^z=z—^ 

Nous appellerons, d'après M. Hermite, indice de Vinvariant 
cet exposant fx. On pourra donc dire que Vindice est égal ^ 
la demi-somme du produit du degré de la forme par le degré 
de Vinvariant, 

Corollaire. Si le degré de la fonction est impair^ celui 
de Vinvariant doit être pair. 
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79. Théobèmb. Le poids de Vinvariant est constant et 
égal a -s— 
Ainsi en appelant 

^09 ^lî ^%t ^Sï • • •' ^n 

les exposants, dont sont respectivement affectés les coefficients 
^07 ^19 ^s> ' ^a dans chaque terme de Tinvariant, on devra 
avoir la relation suivante 

DÉMONSTRATION. En cffct faisous dans f(x^ y) la substitution 

^ = X + O.Y, 
^^^ î/ = O.X + XY; 

on aura par ce qui précède 

nr 
= «*".(?. 

Mais par cette substitution les coefficients de f{x^y) sont devenus 

Aq = ÛqX , A|=fljX f Aj=^ûjX , ... , A^=âf^X . 

Par conséquent , si A^» A** A** . . . A^*» est un des termes 

de <t>, ce terme sera l'ancien aH^ci^a^, , .a^ multiplié par %» 
^o.,^,+i.jH-2..,H-...H-n.*ng|.çQjjjjj^gçç l^çX^^^ doit être commun à 

tous les termes afin que cp puisse se reproduire, on aura 

En comparant avec Texpression précédente, il en résultera 
la relation indiquée [8]. On en conclut que le poids est égal 
à Vindice. 

99. Théorèmb. LHnvariant^ au signe prèSy est symétrique 
par rapport aux coefficients équidistants des extrêmes C") . 



(*) Nous appellerons une fonction symétrique par rapport aux coeffi- 
cients lorsqu'elle ne change pas lorsqu'on échange entre eux les coeffi- 
cients équidistants des extrêmes. Les termes qui s'échangent entre eux 
par cette permutation seront dits conjugués. 
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DÉMONSTBATioN. Car si Ton fait la substitution 

dont le déterminant est — 1, Tinvariant se reproduira à une 
puissance -^ près de — 1, c'est-à-dire au signe près. Or, par 
cette substitution le coefficient en général a. devient a .. 
n faut donc que Tinvariant demeure inaltérable, à part le 
signe, par cet échange, c'est-à-dire par rechange entre eux 
des coefficients équidistants des extrêmes. Donc Tinvariant, au 
signe prèsi sera symétrique par rapport à ces coefficients. 
On peut remarquer que, si 

g' h' fc' 
g h h 

est un terme de Tinvariant, en échangeant entre eux les coef- 
ficients équidistants ce terme deviendra 

g' h' X' 

n—g n— /i n— k ' 

dont le poids sera 
Mais on sait que 



gg'-\'hh''\-hk'-\-.,.z 



nr 



2 ' 

donc le poids de chaque terme après cet échange sera encore 

comme avant 

nr nr 

YiY* = — • 

2 2 

Les invariants qui par cet échange changent de signe s'ap- 
pellent invariants gauches. Ainsi les formes quintique et 
sextique ont respectivement un invariant gauche de 18* degré 
et de 15* degré, dont le premier a été découvert par M. Hermite. 
Par opposition nous appellerons invariants droits (*) ceux 



(*) Les géomètres allemands appellent ces invaiiants respectivement 
gerade und ungêrade. 
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qui après cet échange conservent le même signe. Ainsi mi 
invariant sera droit ou gauche selon que -^ ^^^ P^^^ ^^ impair. 
Remabque. En s'appuyant uniquement sur la définition, on 
peut démontrer autrement qu'à Veœception des invariants 
gaiLChes le produit du degré de Vinvariant par celui de la 
forme est un nombre doublement pair. Faisons en efffet dans 
f(œ,y) la substitution 

^ ^ a? = 0,X + l/==Ô[Y ) 

[10] ;_J Mod.=l. 

Par définition on aura = 1^*9 = 9. 
Mais par cette substitution 

Par conséquent chaque terme de Tinvariant acquerra le facteur 
(V— l)*"", et il faudra ainsi que 

ce qui n'est pas possible si Ton veut que Tinvariant conserve 
le même signe, à moins que nr ne soit doublement pair. 

Pour les invariants gauches le produit nr étant simplement 
pair, cette propriété n'a pas lieu. 

Dans le premier cas, selon que n sera de la forme ^p-^^^ 
ou 4i?4-lî ^ sera de la forme 2p ou 4i?; et ce ne sera que 
pour les degrés des fonctions doublement paires que le degré 
de l'invariant droit pourra être impair. De ce qui précède il 
résulte encore que les fonctions de degré impair ne peuvent 
avoir aucun invariant impair. 

M. Théorème. La somme algébrique des coefficients nu- 
mériques de Vinvariant est nulle (*). 



(*) On pourrait considérer ce théorème comme coroUaire de celui-ci^ 
à savoir, que tout invariant de [x -f- y)** ^st identiquement nul, ce qa^on 
prouverait en ayant égard à ce que Tinvariant est isobarique. 
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DfaioMSTBATioM. FàiflOiis en effet la sabstitution 

[ Mod.= 2 , 
y = l/— IX + Y ) 

et8iippO8OD0 qu'on ait a.=^a; alors Tinvariant, en appelant 

nr 

c cette somme, deviendra 9= (2 a)' a, et la forme se réduira à 
(^-fay)*^; tandis que la transformée deviendra 

Miis par la nouveUe substitution A. = (l+a|/^r( ^+ ^M * : 
pir conséquent 

•=(i+ay=:îr(^iiO)%=(i/:rif(,+afa=(+i,(i+«.f^, 

et on devrait trouver î^ 2L 

(±l)(l + a«)*a = (2a)'a, 

ce qui est impossible quel que soit a, à moins que a = 0. 

ïft. THioBiiiE. Ir'inrarfan^ <p satisfait à Véquation aux 
dérivées partielles 



DÉjfONSTRAjioN. Faisous dans la proposée la substitution 

a? = X + €Y , 

y = O.X + Y; 
on aura 0=9. 

Hais par cette substitution les coefficients de f(x^ y) deviennent 

A, = ai4-«o€ , 

A,= a,+ 2a,€-r«o€' , 

A,= a34-3aje + 3a,€«-hao€' , 

A4 = a4+4a3€ + 6aje'-r4a,€' + ao€* , 



FaI bb Bbuxo — Théorie des forme* binaire^. 
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et généralement 

dont on peut trouver très-facilement l'expression générale en 
observant qu'on a symboliquement, en remplaçant ensuite les 
exposants par des indices : 

et 
donc 

Remarquons ici qu'en ayant égard à ce qu'on a dit au N. 32, 
on pourrait encore donner à A^ cette forme nouvelle et très- 
importante 

[12] A, = ^.+ (€b + p2€'b*+p^€»b«+ . . .) a^ = e.a^ 

b désignant, comme à l'ordinaire, l'opération /^-^i-ilâ ' 
Il est maintenant évident que pour les valeurs susdites de 
Ao, A|, A,, . . . , prendra la forme 

[13] = <p + M,€ + M,€«+ M363+ . . . 

Mj, M,, . . . étant des fonctions de a^, a^, a,, . . ., a^. 
Or cette équation devient, en vertu de l'égalité 0=9, 

et comme elle doit avoir lieu quel que soit c, il faudra que 

• M, = 0. 
Mais par le théorème de Maclaurin généralisé, on a 

M,= |g-DAa.+ ^DAa,+ ... + ;?^DAal 

€n appelant Aa,, Aa„..., Aa^les accroissements en question de 
«0, ûj, . . ., a^. Or cela donne précisément 

«o#+2aJ^+3a.|^ + ...4-na ,^ = 0. 
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GoBOLLAiBE. En vcrtu du théorème N. 73 on pourra échan- 
ger dans cette dernière équation les termes équidistants des 
extrêmes, et par conséquent Tinvariant satisfera encore à Té- 
quation aux dérivées partielles 

Rbhabque. Si la proposée était écrite sous la forme non 
binomiale 

alors les deux équations caractéristiques 
deviendraient 

„..g+,„-l)«,g+,n-21o,g+...+a^,^^=0. 

Pour s'en rendre compte, il suffit d'observer qu'en appelant, 
pour un moment, &, les nouveaux coefficients, on a par exemple 

. «(«— l)(ii— 2)...(n-*+l) 



, d^ 1.2.3...* 



dit d(p 



Mais 



Donc 



if-^dak ,r«(n—l)(»-2) ,..(«-*+!) "l 
^ L 1.2.3...* ^d 

V _ n(n-l)(n-2). ..(»-*+!) ^ 
»"" 1.2.3...* "» ' 

, _ g(n~l)(n-2)...(n-* + 2) 
*-i"" 1.2.3... (*-l) ^»-i' 



ce qui montre comment la première du !•' groupe se change 
dans la seconde du deuxième groupe. 
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96. Non seulement la condition énoncée [11] est nécessaire, 
mais elle est encore suffisante. 
Pour cela, il suffit de faire voir que, si Ton a 

M, = 0, 

on aura nécessairement M^ = , 

et qu'ainsi Téquation = (p sera toujours satisfaite pourvu 
que la première condition [11] soit remplie. 
A cet eflFet observons qu'en posant 



^ = ^«f-i«+ ^IX^ ^i-2^*+ • • • =(^ + €) — a,. , 



on aura 



Posons pour plus de commodité 

on verra aisément que les termes qui peuvent fournir c sont 
compris dans la somme 

Considérons, dans le cas particulier de 2 = 2, 2 == 3, les sommes 
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et posons h^=i^h'^. Il viendra, pour le coefficient M, de e*, 

et d'après la valeur susdite de h. , 

Or on peut embrasser les deux termes dans un seul signe 
symbolique 

en convenant de faire porter les dérivations indiquées par ba^ non 
seulement sur la fonction 9, mais sur les coefficients mêmes 
(a^) contenus dans le second 2. Ainsi, en écrivant celui-ci de 
cette façon 

Topération du premier 2 donnera 
et par conséquent on aura 

où le premier terme est produit par la dérivation sur 9, et 
le second par la dérivation sur les a. 
Pareillement on aura 

et cela donne 
ou 

m 
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I 

somme qui symboliquement peut se représenter par 

^«"^ 1:2:3 <2^« _i^a/ 2f a._iba. . 

Car, sous les mêmes conventions qu'avant, on a, par une pre- 
mière opération, 

et par ime seconde opération, en observant que le numérateur 
de Ms se transforme comme il suit : 

' =^i(i + l)(i + 2)a._^ba.^^ = ^i(i^l)(i-2)a^^ba^ , 

on voit qu'on reproduit précisément l'expression [18] de Mj. 
On verrait ainsi généralement que 

peut se mettre sous la forme 

Mais, d'après le théorème N. 74, on a 



Donc M^ = 0. 



Remarque. On pourrait observer, eu égard à ce résultat, que 
d'après la remarque faite au N. 74, le nouveau invariant peut 
prendre la forme 

<D = <p(Ao Aj ... AJ =9 ^ ca^ , e,a^ , ... , e.a^ , ... , e,a]i 
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d'où Ton voit évidemment que € étant toujours associé à b on 
doit avoir 

€* €* i 

0=9 + 66.9 + ^-2 6*9 •••4-f;2i7ï^*P"^' . . . 

On a donc cette propriété nouvelle, que 

e.ttQ , e.a^ , ... , c.a) =c.<p . 

V9. Les équations caractéristiques [15] dont nous nous som- 
mes occupés jusqu'à présent peuvent être remplacées par les 
opérateurs 

. d . , d . d . , d 

^=PTq+Pd^- ' '>•=«?? + « à?' 

appliqués aux invariants transformés O, et Ton aura alors 
b = 0, bi ^= 0. Nous nous réservons de démontrer ce 
théorème en traitant des covariants ; pour le moment nous 
nous contenterons de faire quelques vérifications. A cet effet 
pour plus de commodité dans les calculs, observons que la 
forme binaire pourrait être exprimée symboliquement par 
f(Xy y)=(o,x + Pi/J**, et alors les coefficients symboliques a**, a**" p, 
etc. désigneront les coefficients réels «o? ^u ®^- Cela posé, il 
est aisé de voir d'après la fqf mule [6], N. 69, que le coefficient 
transformé A^ peut être représenté symboliquement par 

A l'aide de cette formule, l'invariant cp = ac — ô* de la forme 
00?*+ 2&a:|/ + cy* fournira l'opération 

b0=b(AC-B*)=b[(ap+ppOMa(H-P^)*-(i^H^ 



==2{ap+pp0*(a3+P«0(aiH-PP0-2(atf+P«0(«H-Pl>0(«2>+PP0*=O 

Pareillement l'invariant q)=ae— 4&d+3e* de la forme quar- 
tique aâ7*+4ôo?î/'* + 4ca?*y*+4da:î/'+ey* fournira l'opération 
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b0 = b(AE — 4BD+3C«)=: 
=b [(ap+Ppr(a?+Pi'')^4(aî+p^')(ap+P?')«(aj'+Pi'')?(ap+af) 



+ 2{aq + fiqriap + Pp')'=-4(a;?+Pp')*(ay+Pi'')'ap+Pp' 



-4(a;>+ P?? (aq+ P??ap + P?'-12{aj+P?')(ap +P?')^ («?+PîT(ap^^)« 



+ 12 {ap + pp')« (05^ + PîT (ap + Pp? (a? + P^) =0 . 

D'ailleurs, comme ces fonctions sont symétriques par rapport 
aux systèmes (p, 1/), (q^ g'), il s'ensuit que Tepérateur b^, 
fournira un résultat identique. 

Au lieu de considérer les invariants par rapport à une 
forme; on peut se proposer de considérer des invariants par 
rapport à plusieurs formes simultanément, et alors on serait 
conduit à étudier des fonctions telles des coefficients de diverses 
formes h la fois qu'elles puissent se reproduire lorsqu^on rem- 
place dans ces formes les variables par d'autres liées linéaire- 
mentaux premières. Nous appellerons ces fonctions invariants 
simultanés. Tels seront les déterminants des systèmes d'équa- 
tions à plusieurs inconnues de 1'^ degré, sur lesquels nous 
reviendrons une autre fois, (yonsidérons maintenant en parti* 
culier deux formes /", F; on aura ce théorème. 

98. Théorème. Soient f, F deitœ formes de même degré n; 
(ao, aj, a,, . . .), (ct^, a^, a, . . .), leurs^oefficients respectifs^ et q) 
un invariant de la forme f ; la fonction 

sera encore un invariant (*). 

DEMONSTRATION. En vcrtu de l'équation fondamentale [4], 
N. 68, l'invariant cp ne doit pas cesser d'être un invariant, quels 
que soient les coefficients de la forme f. Or, si celle-ci devenait 
f-^kF^ les coefficients de f se changeraient en aQ-^-ha^, 
at+^a„...,a^-|-fta^. Par conséquent 0=9 (ao-}-/to^, «1+^01,... ) 



(*) On doit ce théorème À M. Cayley. 
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sera encore un invariant, et cela qael que soit h. Donc, si on 
développe cet invariant selon les puissances de It, k étant 
quelconque, tous les coefficients de k seront des invariants, 
et Ton aura en particulier, pour le coefficient de ft, Texpression 
susdite ^0 ^ + cil ^ "h • • 9 ce V^^ prouve le théorème énoncé. 
ExBMPLB. Soit 9 = ao «,— «!* r invariant de la forme 
/•=aj?*+2a|â?y+a4î/* et F =«00:*+ 2 0^0?!/+ a, y*; on aura un 
invariant dans l'expression aoa,4-^t^o~~ ^CLfli- ^^ effet, on aura 

= («»««+«i«o — 2a,ai) (pg'— p'g)V 

9S. Théobbmb. ^ne fonction donnée <p de^ coefficients d'une 
équation sera un invariant si elle est isoMrique et symétrique 
et si elle satisfait à Véquation aux dérivées partielles. 

DÉMOKSTRATioN. En cfibt, puisquc le poids est constant, la 
fonction <p ne changera pas par une substitution de la forme 

''" v=-x, 

et d'après la seconde condition elle ne changera pas non plus 
par une substitution de la forme 

a? = X4-€Y, 

Si donc nous faisons voir qu'à l'aide de ces substitutions la 
fonction <p se changera pour une substitution quelconque 

a? = pX-|-g^Y , 
^^^ y=l/X + (z'Y, 

en (PQ'—P'Q)^ ^ 

le théorème sera démontré en vertu de la définition que nous 

avons donnée de l'invariant. 
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Or faisons dans 

successivement les substitutions 
y = y' , V=-x", y"= y'" , 1/"'= - 1 Y , 

• 

en «appelant A le déterminant (pq'—ii^q) de la substitution. 

D'après ce que nous avons fait remarquer, les trois premières 
substitutions, étant de la forme [2] et [22], n'altéreront pas 
la fonction 9. Mais par suite de la quatrième, comme d'après 
les conditions admises, <p sera nécessairement une fonctioû 
homogène (*), 9 acquerra le facteur a\ qui est un nombre entier 



(*) D*aprÔ8 ces prémisses la fonction 9 sera homogène. Car son poids 
sera une constante \x. D^aillears, au signe près par la substitution [21], 
on deyra ayoir, si par hypothèse on appelle un de ces termes T=t c^'a\'... , 
puisque A^ =( — 1} a\_,-^ et puisque la fonction est îsobarique et symé- 
trique, 

d'où n(5f'+V+...)--2|ui. 

Or g^+h'+ ... est précisément le degré r de la fonction, et p. est constant; 
donc r est constant et par conséquent la fonction est homogène. 

Cela résulte encore d'une autre considération. Soit toujours T un des 
termes de 9, «i, e,, ^31 • •*, ^n désignant pour le moment les exposants : 
l'équation [20] donnera pour ce terme transformé : 

«, r^o «'ûi ««1 ^n-i n 

Or faisons 

a Q := cil '= a^ :=:.,, .'::^ OL, 

L'équation caractéristique deviendra 

poids X I T ='0, 

et comme le poids est constant 

2:T=:0. 

Or £ T représente maintenant une fonction de a , qui doit être nulle 
quel que soit a. Mais on ne peut pas admettre que chaque coefficient 
soit nul, ce qui serait contraire à l'existence admise de la fonction. 
Donc il faut que a se trouve, comme puissance, facteur commun à tous 
les termes, ce qui prouve l'homogénéité de la fonction : et ce sera la 
somme algébrique des coefficients numériques qui sera nulle. 
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I 

quelconque ; mais les quatre substitutions successives donnent 

î/=p'X + «'Y. 

Donc par cette substitution la fonction 9 devient A* 9 ; donc 
elle est un invariant. 

Au lieu de mettre la condition que la fonction soit isobarique 
et symétrique, on peut poser la condition qu'elle soit homogène 
et de poids -^ ; car alors, comme on a par hypothèse 

HT 

gg'+hh'+ . . . = y , 

et ^'+/i'4-. . . = r; 

il s'ensuit que 

HT 

(^ — 0) 0'-{^{n — h) /i'+ . . . =nr — (erflf'+ hh'-\- . . .) = -j » 
ou que 

c» qui démontre que la fonction est symétrique. 

SO. (ToROLLAiBB. De ce qui précède résulte une méthode très- 
facile pour calculer un invariant relatif à une fonction f(x^y). 

Après avoir choisi convenablement le degré r de l'invariant, 

* 

d'après le théorème 5, on déterminera préalablement la forme 



s 



•ft €1 Ôm 



Ca Va'. ..a" 

J 1 S ^ 

d'après les équations 

0.^0 +1.^4 + 2.e, + . . . + ne^= ^ , 

eo + ^i + ^% + '" + e^=r; 

et on aura déjà l'attention de désigner par de lettres semblables 
les coefficients numériques des termes conjugués. Ensuite on 
assignera les valeurs des coefficients à l'aide de l'équation [11]. 
Remarquons cependant ici qu'un des coefficients sera toujours 
arbitraire; car il est évident que cette équation ne sera pas 
altérée si on multiplie l'invariant par un nombre quelconque. 
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Soit, par exemple, 



\ 



n = 4, r = 2; 

on aura pour la forme de Tinvariant 

<p = Aaoa4 + Ba^a^ + C a,* ; 

et réquatiOD [11] donnera 

ao«3(B + 4A)+aja, (3B-{-4C) = 0. 

Comme un des coefficients est arbitraire, posons 

A = l; 
il en résultera 

Br= — 4 C:=4-3; 

donc r invariant sera 

Nous donnerons à la fin un tableau des invariants des 
fonctions du 2®, 3®, 4« et 5^ degré, que nous avons calculés 
par cette méthode. A la vérité les discriminants du 4« et du 
5* degré avaient été déjà calculés avant nous : mais ce n'est 
qu'après en avoir fait les calculs que lîous eûmes connaissance 
des travaux antérieurs des autres. 

SI. A Taide de la forme canonique de la forme biquadratique 
on peut trouver facilement une belle relation entre les inva- 
riants et le discriminant de la forme biquadratique. 

En effet, en partant de la forme canonique 

les invariants quadratique et cubique, que nous appellerons 
I4 , Ig , se réduiront à 

I, = l+3^^ I3 = ^(J-^2). 

Le discriminant (a) sera évidemment, ou par réduction ou 

par Tinspection des dérivées, 

A = (l — 9|i«)*. 

Or il est facile de constater que 

(1 - 9M«)«=(l+pji«)«-27ji« (1 — M«)« ; 
d'où 

[24] A«=:V-27l3*. 



- 141 - 



§2. 



Des invartants oonsidérés par rapport aux racines. 



99. Théorème. Une fonction - symétrique des différences 
des racines^ telle que chaque racine y entre au même degré, 
est un invariant de la forme proposée. 

DÉMONSTRATION. En effet, soit 

[1] f(^y y) = «0 (^— ctil/) (^— «iî/) (^~ «gî/) . . . (œ—d^ y) 

la fonction proposée, et I = a^ >^(o — aj)*(a,— a8)'(a8— a^. . . 

rinvariant. 
Si on y fait la substitution 

œ = paf + qy', 
on aura 

et par conséquent la^ transformée des différences des racines 
deviendra 

h i p—p'ai, p—p'ai {p-p'(ik)(P-P'fii)' 
tandis que le coefficient a, de f deviendra 

A«=/'(p,p') = ao(l>-aiP')(J>— a,p')-(P— a.P') • 
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Ainsi, si N est le nombre des différences des racines, il 
viendra, en appelant 9 cette fonction, 

[2] <i^ = (pq'^p'q)%. 

* 

Car, puisque chaque racine 7 entre un même nombre de fois, 
chaque facteur de la forme (p — .P'ct^) sera répété un même 
nombre de fois, que nous appellerons ^, et Tensemble par 
conséquent des produits de tous les dénominateurs deviendra 

qui réduira le nouveau coefficient A^ à, a^ . Il ne restera donc 

que (pç^—p'q) en fecteur. 
Par exemple les fonctions 

2(ai— o,)*(as— çt«)V 

2 (a,— <«,)»(«,- a«)»(a,— «») («,- a*), 

seront des invariants, tandis que 

2 «5* «6* («1- a,) («8- «4)* , 2 K~ a,)3 (a,- a,) (a,- a,)« 

ne le seront pas, car la première n'est pas une fonction des 
différences des racines, la seconde ne contient pas toutes les 
racines un même nombre de fois. 

88. Théorème. L'invariant <p exprimé en fonction des 
racines satisfait aux équations 

en posant 5^ = 20. 



• » 
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DEMONSTRATION (*). En effet, on a 

dq> dfp dùi [àtp dût _i i ^<p da^ 

^^ dâi dâi 507 "• rfôi 5âj "*" ' " ' da^ da^ ' 

« 

et au moyen de la relation (voir* N. 8) 

on obtient 

équation qui moyennant les relations connues entre les sommes 
des puissanœs et les coefficients se transforme en celle-ci 

11 Sjî!=-[«»-5;+<"-»".a^+- + ''-$]- 

On trouvera de même 

"V ^ t d (D d (D i d <D , \ \ d fD , V 

+ - + ^ <«•««*!+ ««*«+ «»««-!+ • • • + ««-N i 
ou bien, par les mêmes relations déjà mentionnées, 

et, en ajoutant et en retranchant s^a^^ ^ , 

(*) Cette démonstration est due à Mf Brioschi. 
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Maintenant, puisque <p est une fènction homogène de degré r 
par rapport aux coefficients, on aura 

D'ailleurs on sait que ~ ^i ^o ^ = ^i i£ ' 
Partant 

Mais nous avons démontré que le second membre est nul par 
une propriété des invariants, donc 

ce qui est Téquation [4]. 
On peut obtenir de la même façon cette autre relation 

•■ J Aj ' dai ^ dai ^ ^ dat ^ ' n da^ 

Mais le second membre, d'après une propriété connue, n'est 
autre chose que l'invariant multiplié par son ^ids, donc 

tf<p , dfp , d(p , , d(p HT 

Notons en passant que sous la forme binomiale les équations 
[4] et [7] deviennent 

[8] { 
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S4I. Les propriétés exposées sur les invariants considérés par 
rapport aux racines peuvent servir à mettre généralement la 
forme canonique sous une autre forme telle ^que les coefiBlcients 
soient des invariants. 

Rappelons nous qu'en posant 

on peut mettre fix^y) sous la forme 

[10] P.(aH-«iy)'"*'+Pt(^+M''*'''+...+P.^,(^+a_,v)"*^\ 



Posons maintenant 

tn-i-t 



Pl] ^ = i^ [«i (^t- «a) ^+ «3 (a.- o,) y] , 



[12] y = ^^3 ["(«3- a.) 0;^+ (a.- «.) y'] ; 

on aura 

«H-l-l 

[13] û? + a,y=X^y'(a,_ct,)(a3-ai) , 

[14] œ + a^y = ^^^[^(«t-^3) («!-«,) +l/'(ai-at) (a»-»,)]- 
Faisons 



,t»+i 



[16] «,=P.P, (a.- «,)***', 

l^^ ^'~ (a.-«,)(«.-o,) ' 

t 

il Tiendra 
:«,V)=«.V'***'-h?,(a>'+A,v')*"*'-f«,(a;'+Ay)*"**+...-hr^,(aj'+A^^,V^ 



(*) Il êit aisé dé Toir quê Af =: — 1. 

FaI db Beumo « Théorie dês forma Mnairoa, 10 
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Théobbme. Les fonctions ^ et k sont des inioariants (*). 
DÉMONSTRATION. Posons en effet 

119] P = a.A + 2a.^ + 3a,A+...+ (2n + l)a, 



[20] T=(2n+l)a. A.+2na,^+(2n-l)a, A4....+fl^^^^ . 

Si nous appliquons ces symboles d'opérations aux équations 
de condition [9] N. 62, il viendra les deux systèmes d'équations 

PP. + PP« + pp. + ••• + PP„ + PP„^.i = . 

«iPPi 4- ««PP» + «»PPs + - + %PP„ + "n+iPPn+i _ 

l+P.P». + P.P«« 4- PsP«» + - + P„P«„ + P„+iP«n,., ^ ~" *"• ' 

«i*PPi + ««'PP« + VPPa + - + «* PP„ + «*+lPP„+l _ 
P^^ +i'.P«t' + P.P«i* + PsP»,* + - + pX + P„.iP««Ll ~ ^''" 



Oi Pp.+Og Pp,+«3 PPs+-.+a„ PP„+«^, PP„+i 

l+P.P«i +P»P«2 +PlP«3 +-+^nP«» +P»-HlP"«+l 

TP, + TP, + Tp, + ... 4- îP„+, = (2n-}-l)a, , 

«iTP, + «,TP, 4- «sTPa + ... 4- 0„^,TP^, j_ 

[4iPiT«. 4- PiT«, 4- PsT«, 4- ... 4- Pn.Ki'T*»-..! ) **'*" 

f221( 1 , « I • . , , , 2 \ — \^^ — -^'^5' 



= 0. 






I I -- tn-^\ X 2n-»-l , 2n-»-l , , 2n-f-l 

!4-PiT«, 4-PtT«2 +P.T«3 4--+P„+iT<«„^., 



(*) Ce théorème est dû à M. Betti. 
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Or, en ayant égpard aux équations de condition susdites on 
satisfaira au premier système en posant 

[23] Pl?.. = 0, Pa^ = l, 

et au deuxième en posant 



\ 



Au moyen de ces relations on trouvera 

pA, = 0, ( T^ = 0. 

Mais on sait que toute fonction I qui satisfait aux équations 
symboliques 

pl = 0, tI = 



est un invariant, donc les fonctions 9|, 9^, A^ qii y satisfont 
sont des invariants. 
Mft. Voici une autre démonstration. Si Ton pose 



les racines de la canonisante deviendront . ,° . En eflfet, si 

r+ra ' 

au lieu de faire cette substitution dans la forme proposée, on 
la fait dans la forme canonique, on voit que les nouvelles 
quantités a' se transformeront en a^= J , - 

Par conséquent l'expression A^ demeurera inaltérable, car 
elle ne résulte que des différences des racines a^ ot, 03, a^ 
qui y figurent au même degré. 
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Maintenant nous aurons pour les nouvelles valeurs de p, q 



ou 



[26] ï/=A*^'tf,. 

On aura de même 
«',=p.(r + r'«.) p.ir+r'-,) («.-«,) ^^^^,^>...^^^^^)>^. > 

OU 

[27] ^,= A*'*■^^g,. 

Or les équations [26], [27] démontrent évidemment avec ce 
qui précède que les quantités A^ 9/, q^ sont des invariants. 
Avant de te|miner ce paragraphe , nous prévenons le lecteur 
que nous nous sommes réservé de donner dans les Tables même 
à la fin de Touvrage les valeurs des invariants des formes de ^ 
degré 2, 3, 4, 5 exprimés en fonction des racines, ce qui com- 
plétera rétude que nous venons d'en faire. 
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«3. 

Nombre des invariants de mftme degré 
appartenants à la mftme forme. 



k D'après ce que nous avons étudié précédemment, il 
résulte que toute fonction de degré r d'une forme de degré n 
qui satisfait à^Topération 

pourvu qu'elle soit homogène et de poids p = -^, est certai- 
nement un invariant. Dans le cas contraire, c'est-à-dire, lorsque 
elle se réduira à zéro par l'opération by elle sera ce. que nous 
appellerons un semînvarlant ou péninvariant. Toute fonction 
symétrique des différences des racines est dans ce cas, d'après 
ce que nous avons vu au N. 32; ainsi les résiduade Sturm, les 
coefficients de l'équation aux carrés des différences, les coef- 
ficients des covariants rentrent dans la classe des péninva- 
riants. Par exemple, pour les formes qu intiques on a 

200 (00^4— 4a|a,+ 3a,*) = a^" 2 (a — p)* (t - b)% 



où le signe 2 s'étend à toutes les racines a, P, t, b, € de la 
forme ; mais les fonctions des coefficients dans les premiers 
membres ne sont pas des invariants, soit parce qu'elles ne sont 
pas symétriques, soit parce qu'elles ne sont pas du poids 
-jr- = 5, -^ = 15 respectivement. Par exemple, la fonction 

a^^a^— 6ata|a,a8+4^o^t*+ 4a,ai*— 3a,*a|* 
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est un péninvariant seulement, car elle satisfait à Téquation 

^^•^ + 20.^+. -. + 50,^=0, 

mais non aux autres conditions, soit de la symétrie, ou de Té- 

5 4 
quipollenee selon le poids -^ = 10. 

Soit que Ton s'occupe de déterminer des iovariants ou des 
péninvariants, à Taide de coefficients indéterminés en vertu 
de l'opération b = 0, comme nous avons expliqué au N. 79, il se 
présentera toujours cette question qu'on va résoudre. 

Soit 9 une fonction isobarique homogène de degré r et de 
poids p, formée avec les coefficients de la forme, f (a?, y)**, qu'il 
s'agit de déterminer à l'aide de l'équation 5 = 0. Le nombre 
des coefficients indéterminés, que nous représenterons par C , 
sera égal évidemment au nombre des termes de q>, c'est-à-dire 
au nombre des manières dont on peut avec les nombres 
0, 1, 2, 3, ... , n — 1, n, pris r \ r^ même avec répétitions, 
former le nombre p; car ces nombres sont précisément les in- 
dices des lettres a qui figurent par hypothèse dans la forme 
f(x^y)^. Mais lorsqu'on aura fait subir à 9 l'opération b, le 
poids sera devenu j} — 1 , tandis que le degré de la fonction 
résultante fiera toujours r. Soit Cp-i le nombre des termes de 
cette fonction, nombre qui sera évidemment <C|), le nombre 
des équations de condition sera la différence entre Cp e Cp-i, 
donc Cp— Cp-i exprimera le nombre des coefficients qui de- 
meureront arbitraires dans cette évaluation des coefficients (•). 
Ce nombre Yp=i(jp — Cp-i exprimera donc le nombre des 
fonctions 9 de degré r et de poids p qui satisferont à l'é- 
quation b=:0. Parfois ces nombres seront indéfinis, car indéfini 



(*) Cela suppose essentiellement que les équations de condition soient 
toutes indépendantes entr'elles, ce qui n*est pas toujours le cas, ainsi 
qu'il résulte des recherches du Prof, \3ordan sur le nombres des coTa- 
riants des formes quintique et sextique. 
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est le nombre Yp des systèmes des coefficients arbitraires qu'on 
peut choisir; mais si on se limite aux fonctions indépendantes, 
ce nombre est fini et égal précisément à Vp ; car on peut faire 
dépendre linéairement toutes les autres fonctions q> de Yp 
d'entr'elles. 

S7. En effet dès qu'on aura déterminé un nombre B des 
invariants de degré r, correspondants à la forme de n*^«^ degré, 
on pourra s'assurer que tous les autres invariants, que Ton 
pourra former à Taide des équations caractéristiques, seront 
fonctions de R d'entre eux. 

Pour fixer les idées supposons Vj, = R = 2, et appelons M 
et N deux invariants formés en partant des systèmes de coef- 
ficients arbitraires 

A, B ; A', B' . 

Soit maintenant I un autre invariant dérivé d'un autre système 

de coefficients arbitraires A", B". Je dis qu'on pourra toujours 

poser 

[1] I = aM + &N, 

a, b étant deux coefficients numériques. 

DÉMONSTRATION. Obscrvous d'abord que la partie littérale de 
tous les invariants sera la même, et que la seule différence 
consistera dans les coefficients. Par conséquent on pourra poser 

[2] M = A(A) + B(B) + ...+L(L) + ... , 

P] N = A'(A) + B'(B)+...+L'(L)4-... , 

[4] I = A"(A) + B"{B) + ... + L"(L)+... , 

en désignant par (A), (B), (L), ... la partie littérale des termes, 
et par A, B, A', B', A", B", etc. les coefficients. 

Observons encore que, si les équations de condition dérivées 
des équations caractéristiques ont fourni une équation de la 
forme 
[5] L = XA + |iB 

pour le coefficient de partie littérale quelconque (L), la même 
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relution subsistera pour n'importe quel autre système, et 
qu'ainsi on aura encore 



[6] U=XA'+MB\ 

[7] L"=XA"+|iB''. 

Multiplions maintenant les équations [2] , [3] par a, by 
respectivement, on aura 

[8] aM+&N=( A) (Aa+&A')+(B)(aB-f &B'H-. . .+(L) (alrHL'H- • • • 

Maintenant posons 

[9] aA + &A'=:A" 

[10] aB + &B'=B'' ' 

équations qui détermineront a, &; et observons que le cœfGL- 
cient quelconque àL-^bV est ég^al à 

a{XA + nB) + &(XA' + |iB') = X(aA + &A') + M(aB + &BO; 

et que, par conséquent, en vertu des équations [9], [10] , il 

viendra 

aL + &U = XA"+|iB"=L''. 

Alors il en résultera que Téquation [8] se transforme en celle-ci 

aM + &N==A"(A) + B"(B) + ...+ L"{L) , 

où aM + &N = I. C.Q.F.D. 

Ce que nous avons ainsi vérifié pour R= 2 est généralement 
vrai. Car soit I un invariant quelconque fourni par un système 
particulier (p) deR coefficients arbitraires. Mais supposons qu'il 
en existe déjà R formés par R systèmes de R coefficients. Il est 
évident que au moyen d'un système de R coefficients numé- 
riques a, &, c, ... on pourra faire dépendre le premier système (p) 
des R autres systèmes donnés. Et comme en dernier ressort tous 
les coefficients de I sont des fonctions linéaires du premier 



- 158- 

système, et qu'on fait dépendre celui-ci linéairement des R 
autres systèmes, il s'ensuit que Tinvariant I sera une fonction 
linéaire, des B autres invariants. Donc 

Le nombre des invariants indépendants de degré r (*) est 
égal au nombre V (p, r, n) des coefficients arbitraires qui 
figurent dans les équations de condition fournies par les 
équations caractéristiques. 

Ce nombre dépend comme nous avons vu de la détermination 
de C^, détermination à laquelle nous sera utile le lemme suivant. 

SS. Lbmhb. Le nombre des manières dont un nombre p peut 
être formé par la somme de r nombres entiers 0, 1, 2, 3, ..., n, 
est égal au coefficient du terme en x' z" dans le dévelop- 
pement de la fonction: 

1 



[11] Z = 



(1 — «)(1— fl«)(l— a^^)...(l— iC»«) 



Développons, en effet, cette fonction suivant les puissances 
ascendantes de z; il viendra 

[12] Z = l+A,:î + A,2»4-A,5»-f-A,«*+ . . . , 

où les coefficients A seront des fonctions entières de œ. 

Comme chacun des facteurs = r- peut être développé en 

série de la forme 

on pourra obtenir la série [12] en multipliant ensemble toutes 
les séries [13] qui s^obtiendront en posant successivement 

< = 0, 1,2,3, ...,n. 



(*) Nous entendons par indépendants qa*ils n*ont pas des relations 
linéaires entr^eux, c'est à dire, qu'ils sont asysygé tiques ; mais ils pour- 
raient être, comme observe M. Caylej, des fonctions d'invariants d'ordre 
inférieur. 
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Or, évidemment dans chaque terme du coefficient Âr de t!^ 
les puissances o^^ entrent en nombre r, et la puissance, a^, 
par exemple sera répétée autant de fois qu'il est possible d'ob- 
tenir le nombre p avec r nombres choisis parmi les 0, 1, 2, 3, ..., 
n, même avec répétition, comme on le voit par la série [13]. 

Ainsi si on appelle C (i), r, n) ce nombre, le terme contenant 
a? z dans le développement sera 

C (p, r, n) oc^z. 

S9. Il s'agit maintenant de Tévaluer (*). Changeons, à cet 
effet, X en xz^ on aura 

(l-;s)Z = (l— a?'*'*"*^)(l + A,a?z + A, a?V4-...Ar a?'' /+-••.); 
d'où, en comparant les coe£9cients de z ^ il viendra 

Ar (l — a?0 = A^-i (l — x^^) . 

Par conséquent en appelant i|i (^) la valeur de A^ il viendra 
cette formule fondamentale 

rui ^M - ^^-^'"'^ (l-^"^«)(l-a;'>^^) . . . (1-^*^0 

Posons maintenant 

[15] V(a;) = l + Cjar + C,a?'+C3ar»+... , 

où Cpsera précisément C(p, r, n). On aura 

Mais en appelant f(x) et 9(0?) le numérateur et le dénomi- 
nateur de la fonction Ar=^^ (x)y on aura aussi 

V(x)_f{x) fp'(x) 
^^ ^(x) f[x) <p(a?)' 



(*] Cette méthode est due à M. Brioschi. Mais pratiquement celle que 
nous exposons au N. 00 est de beaucoup plus préférable. 
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Soient maintenant 



Pi » P« » Ps » • • • ? P^ J 



n 
n 



les racines respectives des équations f(œ):=0 et cp {x) = 0, et 
posons 

1.1.1. .1 



[18] 



^^ p« + py + pj+-"+p- 









«3 






il viendra 



. . — Sf-f-s^x-^s^x -|'^4^"r' • • 1 



car on a généralement 



/(^) 



^Si-S-^^-S-i-^- •• 



Or en comparant avec [16], on trouve 



[19] 



2C, 
3C3 
4C, 



= s 



1 9 



Ces équations donnent aisément 



[20] 1.2.3... pC^ = 



^1 

Si 



— 1 

^3 





-2 
fi 
fï 





— 3 







— 4 










Vl Vt ^/»-3 ^p-4 V5 -(P-1) 



Sp-X Sp^Ji *p-3 ^p-4 



-156- 

•O. n ne s'agit plus que de trouver les expressions de s 
en fonction des racines de f(x), et cp (x) qui seront de la forme 

x^— 1 =; 0. 

Or on sait qu'en général la fonction symétrique s. des racines 
sera = { ou = 0, selon que x ^t ou non multiple de l. 

Dans notre cas, l peut prendre successivement les va- 
leurs n+1, n-f-S, n+3, ..., n-\-r pour f(x)y et les valeurs 
1, 2, 3, ..., r pour (p(x); donc, en désignant pu* le symbole 
E f y ) une quantité E f y j = Isi x est multiple de l, et = 0, 
si X n'est pas multiple de <, il viendra: 

[21] ., = ir)+E(|)+E(|)+E(^)4-...+E(J-) 

Ainsi, pour calculer le nombre C (p, r, n), c'est-à-dire le 
nombre des manières dont un nombre p peut être formé par 
r nombres choisis dans la suite 0, 1, 2, 3, ..., n, même avec 
répétitions, on calculera les s qui figurent dans la formule [20] 
au moyen de la formule [21]; le déterminant ainsi formé, divisé 
par 1.2.3...P, donnera le nombre cherché. 

Exemple. Soit à chercher C (6, 3, 5) où p = 6, r = 3, n = 5 ; 
on aura 

., = l + E(J)+E(|)-E(J-)-E(>)-E(i), 

et partant 

5| = 1 , ^3 r=r 4 , ^5 = 1 , 



(*] Le premier terme provient de réquation 1 — a? = 0. 
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et le déterminant [20] sera 



1.2.3.4.5.60.= 



et enfin 



1—10 

3 1—200 

4 3 1-30 
3 4 3 1 
13 4 3 1 
13 4 3 

C,= 6. 












4—10 




=1.2.3.4 


21 1 -5 
19 3 1 






= 1.2.3.4.5.6.6, 



On pourrait aussi exprimer la valeur de Cp par cette formule 
nouvelle 

^^2j(Xi)(x,)...(Xi)(T) [il "\'T) 

où (X^) = 1.2.3... i. 

n suffit d*observer que les équations de condition [19] 
prennent la forme de celles [7] N* 2 si on change ^ en — s, 
cas auquel la formule [26] du N"" 4 devient celle qu'on a écrit. 

•I. Souvent il sera plus simple de calculer Cp par la formule 
suivante 

r^i r -P^r, ^ n^-^.r^^^ (l-^"^)(l-^'^*)(l-^"-^).4 l-^^) 

où par le symbole da^y^ nous entendons le coefficient numé- 
rique de Texpression une fois développée selon les puissances 
ascendantes de x. 

ExBMPLB. Soit, comme précédemment, p=6, r= 3, n=5, 
on aura 



= ((«•»(! + a?»+2a?*+2aj»+ ...) (l + a^+fl^+«*+ .. = 6. 
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99. Remarquons que la valeur de mi (â?), en la multipliant 

et en la divisant par (l — x^ )(l — oo^ )...(l— a?**), peut aussi 
se mettre sous la forme 

[23] MiN=; ,^^)^/,^.^(,,^^^,^^(,^^; > 

qui, d'après les principes exposés, donnera le coefficient de z^ 
dans le développement de 

1 ^ 

(1— ir)(l— j?«)(l— a?»^)...(l— ip'^) ' 

En ayant égard à ces deux formes de i|i(â?) il s'ensuit que: 
THéoRBME. Le nombre des manières dont un nombre p 
peut être formé par la somme de r termes de la série 
0, 1, 2, 3, .. ., n est égal au nombre des manières dont ce 
même nombre p peut être formé par la somme de n termes 
de la série 0, 1, 2, 3, ..., r. 
Ainsi soient les éléments 0,1,2,3,4,5, 

et soit r = 3 , P=S; on aura les 6 combinaisons 

4,3,1 I 2,2,4 I 5,3,0 ( 1,5,2 | 3,3,2 | 4,4,0; 

et si avec les éléments 0,1,2,3 

on cherchait à former le même nombre 8 avec 5 éléments 
choisis parmi eux, on trouverait pareillement 6 combinaisons. 

3,2,2,1,0 ; 2,2,2,2,0 ; 1,1,3,3,0 ; 3,3,2,0,0 ; 2,2,3,1,0 ; 2,2,2,1,1. 

Ce théorème équivaut à celui-ci : 

03. Théorème. Si avec les éléments agaia,... an on com- 
pose une fonction de degré vetde poids p, le nombre des termes 
qu^on obtiendra sera le même si on forme une fonction de 
degré n et de poids p avec les éléments a^aia, ...ar. 
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Ainsi la fonction 

AaQa^'\'Ba^a^-\-Ca^* (p = 4, n=4, r = 2) 
a le même nombre de termes que la fonction 

A'a/+BVV+C'a,*a,ao (p = 4 n = 2 r=4) . , 

Mais on aurait tort de croire que le théorème puisse donner 
le nombre des termes dont se compose une fonction symétrique 
exprimée en fonction des coelficients. Ce théorème ne peut 
regarder que la forme littérale d'une fonction, mais il ne 
peut rien fixer sur la valeur des coefficients. 

Par exemple la fonction complète 

2a'P'T=ai«t«3— û*3+4a,a4— 3a%a4+7a,a5— 12a«, 

se compose de 6 termes. Mais si on suppose qu'il ne s'agisse 
que de n=:5, alors le terme — 12 a^ disparait, et la fonction 
se réduit à 5 termes. Pourtant on a dans ce cas comme nous 
avons vu C (6, 5, 3) = 6. Ce nombre est effectivement exact quant 
à la forme litérale, car il faudrait encore y joindre le terme 
en a%, qui satisfait aux conditions voulues de degré et de 
poids ; mais son coefficient est 0, lorsqu'on passe à la forme 
numérique. 

•4. On peut démontrer le même théorème d'une façon 
plus directe. A cet effet, nous mettrons ce théorème sous la 
forme que voici : 

THéoRÂMB. Le nombre C(p, r, n) des solutions des deux 
équations 

12*] na„+(n- 1) a^_j4.(n-2)o^,+ . . . -f- 2a,+ a,= p , 
[25] ao4-a.+a.4-- •• + «»„ = »• 
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est égal au nombre C(p,D,r) des solutions du système des 
équations 

rp,+ (r - 1) p^^,+ (r - 2) ?^^^+ . . . + 2 p,+ p, =p , 

On suppose que les nombres a, p peuvent prendre toutes les 
valeurs possibles, sans en excepter zéro. 

DéMONSTRATiON (*). On voit, en effet, qu'à chaque solution 
du premier système on peut en faire correspondre une autre 
déterminée par l'équation 

(«»+«^i+-+«.)-K«,+«„_,+-+««)+-+(«»+ViH^»=»»' 

qui n'est autreque Téquation [13] écrite-d'une aatre façon et par 
laquelle le nombre n est partagé en n parties, dont chacune 
ne peut pas dépasser le nombre r. Ainsi cela revient à de- 
mander de combien de manières le nombre fi peut être formé 
par n éléments choisis parmi les 0, 1, 2, 3, ..., r. 
Ainsi, par exemple, aux solutions 

p = 30 , r = 6 , n= 8 (0,1 ,2,3,4,5,6,7,8) 



8.14-7.0+6.1+5.2+4.0+3.2-1-2.04-1.0=30 
«.o4-7.1+6.1+5.1-|-4.3+3.0+2.0+1.0=30 
8.1-I-7.0-I-6.2+5.1-J-4.1-I-3.0+2.0+1 .1=30 

correspondent les solutions conjuguées 



1-1-0+1+2+0+2+0+0=6 
0+1+1+1 +3+0+0+0=6 
1+0+2+1+1+0+0+1=6 



6+6+6 I 4 I 1 1 2 +1+1= 30 
6+6-1-6-^^3+2+1+0= 30 
6-|-5-f-5-H5+4+3+l+l= 30 



6.3+5.0-1^.2+3.0+2.] +1 .2 = 30 
6.4+5.0-H.0+3.1+2.1+1. 1+0.1= 30 
6.1-|-6.3-hl.l-|-3.1+2.0+1.2 =: 30 



3+0+2+0+1+2 = 8 
4+0-1-0+1+1+1 = 8 

1+3+1+1+0+2 = 8 . 



(*) Cette démonstration est due à M. Bellavitis. 



- 161 - 

95. Nous avons vu que le nombre des coefficients indéter- 
minés dans réquation aux dérivées partielles, N** 86, est 

[26] Vp = Cp— Cp-i. 

«lit* 
Or Cj>-i (N. 87) est le coefficient de or z dans le développement 

[1] ou le coefficient de x^ z^ dans le développement de 

X 

(1— ^)(1— ^2)...(1— a?»i?) 

Par conséquent Vp sera le coefficient de cx^ z!^ dans le déve- 
loppement de 

^"^ = (1 — a?) 2 Ay= (1— a?) Z = Z'. 



(1— «) (1— a?^) Il— a?*^) . . .(1— a?"«) 

Mais on a 

^ ^ (l-,a?''"^i)( l-a .^-^«) . . . (i-a?*-^) 

*•■" (1— a?) (1— ir«) . . . (l-;rT 
donc 

Zr^y (l-a^''-"^)(l-a:""')...(l~^^0 ^, , 

en désignant par ((a;'')) F le coefficient de a?** dans le dévelop- 
pement de F. 

Par suite de la formule [26] et en s'aidant de l'analyse pré- 
cédente, on verra qu'en posant 

[28] ,=e(|)+e(|)+e(>) + ...+k(>) 

-MïTî)-'^(ri5)-MiT5)--MiT-r)n. 



(*) q ne diffère de s^ que par romission du terme 1, car Texpression 
du second membra [16] ne diffère de Z que pour romisaion du facteur 
1 — ar, qui égalé à fournit la racine 1. 

Fa\ Dk Bruno — Théorie det formes binaire*. 11 
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on aura encore cette expression de Vp (V. N. 88) 



[29] \.2.3...pVp = 



5^,-1 
?i Çi -2 

?3 ç% Çl - 









Çp Çp-1 ?p-8 Qp^^ 






m m 

96. Application anx invariants. Comme op a p = -^ 
r et n étant les degrés de Tinvariant et de la forme, il s'en- 
suit que 

Le nombre des invariants de degré r correspondants à 
la forme n, est égal à celui des invariants de degré n 
correspondants à la forme r. 

DÉMONSTRATION. En effet, dans les deux cas, le poids est 
p = -g-, et nous avons vu que le nombre des invariants est Ynr] 
donc ce nombre est constant. * 

Pour r=:2, d'où /) = -^ = n, on a à chercher le coefficient 
de X dans le produit 

^^ ÏZT^ ^=(1—0? —07 -f-^ Al+âî'4"^+---/- 



Par conséquent, si n=2p, la seconde parenthèse donnera V^=l, 
ce qui prouve que pour les formes paires il existe un in- 
variant de second degrés et qu'il n'y en a qu'un seul. 

Oî'. Soit par exemple n=b^ r = 4, p = 6, on aura la forme 
de l'invariant de 4« degré correspondant à la forme quintique 

Aa5aiao'+^^4^«^o*-r Ca4a4'ao+Dag*ao*4-Eaj,a,aiao4-Fa,a|' -+- 
et l'opération 



^ï = «oè + 2a.i; + ..- + 5a,^^ = 



fournira l'équatiOD 



Al = Aasû(,'+ {5 A + 2B + 2C) a^a^a^*+ (4B -f- 6D + E) a^a^a^* 
+{4C+2E4-3F)ajO.'(ï,+(3E+6G+2H)a,'a,a,-H3E-|-4G)a,a,^^0, 

et on aura 6 équations pour déterminer 8 coefficients : par 
conséquent on aura 8 — 6 = 2 invariauts de 4» degré, qui 
seront donnés par les deux solutions 

A=0,B=0,C=0,D=1 ,E=— 6,F=4,G=4,H=— 3, 

A=0 , B=l , C=— 1 , D=— 1 , E=2 , F=iO , G=— I , H=0 ; 

et ce seront les fonctions 

aï*«,' — 6aj(i,a,(i, + 4(ïjO/-|- 4o,*aa — 3a,'a,'. 

Les formules [28, 29] donnent dans ce cas 
q, = 0, ?, = 2, 3, = 3, ?4 = 6, ff» = 0, «, = — l 



0—10 9 

2 0—2 

3 2 0-300 
6 3 2 0—40 
6 3 2 0—5 

—1 0. 6 3 2 



2—2 
3 0—3 
6 2 0—40 = 
3 2 0—5 
—18 3 2 



3 2 0—5 
5 3 2 



j 8 — 4 I j 2 — l j 

= 1.25 5 —5 =1.2.3.4 5 —5 
I 8 2 I 18 2 1 

= 1.2.3.4.5.6.2: 



V, = 2. 
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OS. Mais par la formule [27J on trouve plus aisément Tex- 
pression 

V - ((^^^^ (1~^)(1-^^) (1-^) (l-^«) 

qui, réduite, est égale à 

«a»*))(l+a?*+a?*)(l+a-^)(l+a7'+a?«)(l— a?'); 

ce qui donne immédiatement la valeur susdite 

Ve= 2. 

Appelons ainsi en général T ' le nombre des invariants de 
degré r correspondants à la forme de degré n, on aura Vnr=T . 
On trouvera par les méthodes ci-dessus exposées ^ 

T<^>=1, tJ'=1, T<;>=1, T<*'=1, Tj'=â, T;*>=2, tJ'>=2 

Par exemple, on aura 

rAi)^ V - ((T»^^ (l- a^)(l-;r«)(l- a;^)(l-a^)(l-a! »)(l-a;">) 
« — '* "■ ■" (l-a!»){l-a!-'<)(l-a!')(l-«»)(l-a!») 

= {(aj'»)) (1— a;') (1+a;*) (l+a;'+a;«) (l+a;»+a;«+a;«+a!«) 

=1_|_14-1_1=2. 
Pareillement, il viendra 

8 «0 (S.-* ;; (l-a;«)(l-ar3)(l-a;«j(l-ar5)(l-a;«){l-a!'){l— a!«) . 
=((a;"))(l+a;«+a?»)(l-a;")(l— a;")(l+a;='+a;«Kl+a;'')(l+a:*+a;«...) 
=((a;*»))(l+*'*— a;"-a;"— a;'»— a;")(l+a;*+a;»j(l+a;»+a:*+...)(l+a;'+a:*) 
=((a;»'>))(l+ic»+a7»+ir»— a;"-2ir"'— a;")(l+a;*+rc»)(l+a;»4-a;«J-...) 
=((a;")){l+ir*+a;'+2a;''+a!"'+a;"— a;'«— 2a;'«— 2a;»"')(l+a;»+a;*+...) 

= 1+1+1+2+1+1—1—2-2=2. 

Nous connaissons en effet deux invariants de la forme quin- 
tique de degré 8 ; l'invariant fondamental et le discriminant. 
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Mais on peut à Taide de ces calculs se proposer une question 
plus vaste. Proposons-nous, par exemple de trouver le nombre 
des invariants de degré 9 appartenant à la forme cubique. 
Appelons ce nombre T^^ Comme jp = — , on aura par les for- 
mules [22], [27] 

T^3)_,.X (l-^0>-(l-^^^)^ J (l-^"')( 1 -^"^) (1-^"^) 

^e-((^» (l-"^«)...(i-^^) """^ (l-~^^)(l-^j 

Or ce nombre, en ne gardant que les seuls développements 

utiles, c'est-à-dire en limitant le numérateur à 1— a?®"*"' — a^^^ 

e-»-3 
—x^ , sera 

ou en changeant x eu a?*, 

s 

3^ 1 e a?« 



tL^= (Lx )) ,, ' ^, - ((0? )) 






Mais la seconde partie, ayant égard au numérateur, ne peut 
pas fournir des termes en x^^; donc il viendra simplement 

[30] V^'U ((07®)) ^ = (Ue))*(l + a?*+. . .-|-a;^+. . .). 

Les degrés des invariants de la forme cubique doivent donc 
être de la forme 4h. Miis pour e=4, ¥^^=1; donc tous les 
invariants de la forme cubique, en appelant I cet invariant, 
sont de la forme I . 
Pareillement, pour la forme biquadratique, on aura 



x**) 
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Mais par des raisonnements analogues aux précédents od 
trouvera 

4 9û 1 / 9 \ fl? + flî* + flJ* + fl?* 



~^^^ ^Ml-4?*)(l-a;')(l-^*) ^'^ ^^(l-a?*)(l-a?*)(l- 



^) 



1— ar'+a?' 



1— a^ 






et enfin 



[31] Tj=((^®))(iz;^(îz^) = ((^^))[l+^^^ 

Cela nous prouve que tous les invariants de cette forme, en 
appelant I„ Ig les invariants de 2« et de 3« degré, peuvent être 
représentés par la formule Ig I3 , et qu'il n'y en a pas d'autres. 

Car le coefficient A de a? sera égal au nombre des solu- 
tions en nombres entiers de l'équation 2/i + 3i = 9. Mais tel 
sera aussi le nombre des fonctions 1\I*3, dont chacune sera 
aussi un invariant de degré 8. Toute autre fonction pourra 
être représentée par une fonction linéaire de ceux-ci. Ainsi, 
en appelant généralement invariants irréductibles ceux dont 
tous les autres dépendent, on saura que les invariants 



(a^a^— afl^Y— K«î— ^t*) («tas— «»*). 



aoflf^— 4aia3-f-3ai' 



«0 «I 



a. 



Al a, a 



a. 



i 
3 



a^ a. 



sont les invariants irréductibles ou primitifs des formes cubi- 
ques et biquadratiques. 
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OO. On aura pareillement, pour n = 5, 

T - (( Â, (1-^"^)(1-^Q-^^)( 1- ^"^)(1-^ "*)( 1-^"^) 

^ — ^^^ ^ (i-a?')a-^)(i-^)a-^) 

et Ton trouvera par des méthodes analogues aux précédentes 

+ ^^^* ^^l-a;«)(l-a?*)*{l-^) ^*'* 

Or, selon un artifice imaginé par M. Cayley pour simplifier 
cette expression, on peut observer qu'en multipliant les deux 

termes de la première fraction par -,î^— l /P^!/T-— .r» Q^i 
est certainement un polynôme entier en a?* de degré 8 + 12 
+-16 = 36, le numérateur se réduira à 

i-bx^+lx^'+bx^^+la »^+5aî»*+7a?*H5a?**+ 6^;"+ 4a?«»+ 6a?«4- 4a^+ 4a^* 
+ 3*»+ ia^+ 2a^+2afi^']'af^+2a!^+a^+V!^*+x''\ 

tandis que le dénominateur deviendra (1-a?^) (!-«'<>} (l-ar«)(l-a?*o), 
dont la forme preuve que Ton peut laisser de côté dans le 
numérateur tous les termes dont les exposants ne sont pas 
des multiples de 5. Ainsi la première partie sera = 

^^ ^^ ~(l->) (i-a?M) (1 - i^o) (1 - x^) ""^^'^ ^^ " (1-4?*) (l-i) il-af^) {l-x*) 



[*) Pour retrouver cette 3* partie, on remarquera que le numérateur 

e 

dans ((â?^ )) est 

1 — fl? 1 — X 
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La seconde partie se réduira pareiljemeiit, à Taide du multi- 
phcateur L^_,^-^^_j ^^—^ , à 

^^^ ;^ (l_a?*)' (1-a;*) (l-a?») ' 

en négligeant tous les termes dont les exposants ne sont pas 
multiples de 3. Ainsi on aura, en réduisant le tout au même 
dénominateur, 

T = ((0?® )) (i_^) (i_^) (i_^;. (i_>2^) X 

Observant enfin que 

1 - a?»» + «*» = ^Y+^(T::^ ' 

et qu'il est irréductible, on aura 



[32] T=:((a;")) 



(1-a?*) (1-a?^) a - iP'') (l-a?»«) 



Cela nous prouve que les formes quintiques ont 4 invariants ; 
I4 de 4« degré, I^ de 8®, I,, de 12«, I^g de 18® degré; et, puisque 
36 est divisible par 4, 12, 18, toutes les puissances du déve- 
loppement du second membre auront la forme 4p+8^+12r+185. 
Ainsi tout invariant de degré 9 de la forme quintique, pourra 
se mettre sous la forme SA I4l8lî^8li8^ A étant un coef- 
ficient numérique, sous la condition 4i)+8^-|-12r-|-185=:9. Seule- 
ment ici, à cause du terme 00^^^ le nombre ((a?*")) est inférieur 
d'une unité à celui des solutions de Téquation 4p-|-8^ + 
12r -{-185 = 36. Par conséquent il faut que ces invariants ne 
soient pas tous indépendants. Et en effet, comme nous verrons 
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dans la suite, rinvariant I^g n'est pas arbitraire; son carré, 
comme Ta démontré pour la première fois M. Hermite, est une 
fonction rationnelle et entière des trois autres invariants. 

MOiK Par ce qui précède on aura vu de quelle importance 
est rétude de la fonction ^(x) (N^ 89), à savoir 

roo. / ^ (l-«-^^)(l--.1?-'*)...(l-a:*-^") 
33] Ml (X) = ^ 

^ ^ (l-a?)(l-a?*)...(l — «O 

Il ne sera donc pas inutile avant de quitter cet argument 
de donner encore quelques développements très-intéressants 
sur cette fonction. 

On observera d'abord facilement que 

[34] ^**> (^) = Mi{a?); 

d'où Ton déduit cette autre propriété, que 

[35] C(p,r,n) = C(nr — p,r,n); 

car l'équation [34] devant se réduire à une identité, les coef- 
ficients des mêmes puissances en r doivent être égaux; ainsi 

'*r-p\xl f 

Observons encore qu'on a 

xyf\ûc)— ^j_^j(j_^„ _ (j_^r) (i-a!)(l-«»)...U-a!'-') * 

d'où Ton déduit par la considération des coefficients, comme 
précédemment, 

C{p,r,n)=t!(p + r,r,n + l) — C(p + r,r-l,n + l) 

■ 

ou, en changeant p en p — r, n en n — 1, 

C ( p, r, n) — C (p, r — 1 , n) =î: C (p — r , r, n — 1 ) . 
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Pe là, par réchange derenr— l,r — 2 successivement, 

C (p, r — 1, n) — C (p, r — 2, n) = C (p — *r-fl, r — 1, n —1) 

d'où Ton a cette relation remarquable 

[36] C(p,r,n)=^f(p — œ,h,n — l). 

On peut simplifier la recherche de la valeur de ce coefficient 
C (p, r, n) par les considérations suivantes. Si on posé 

on obtient comme précédemment, par réchange de a: en xZy 

et par conséquent 

B ^ ( 1)V*'*"" (^-^^"*'")(^-^"*"') • • • (1-^) , 
* ll-a;){l-<F»)...(l-a?*) 

i28](l-a;z)(l-co*z)...(\-arz)=l-œ^.^:,^^!^r^^^^ 

1— a? ' (1 — a?)(l--a?«) ' ' 

équation déjà donnée par Cayley (•). 
Si Ton change z en a?**, Téquation [37] deviendra 

(1 — fl?)...(l — a? ) 

En vertu de Téquation [21], il viendra alors 

C(D,r,n) = ((a?'^))S,(-l)' 



*' ' (1— rc) . . . (1— œ*) (1- a;)(l- sB^) (l_ a?''-*) 



Par cette formule, le seul développement à faire est celui du 
dénominateur; et il suffit d'étendre les sommations jusqu'à 



(♦) Researches on the partition of numbers — Philosophical Trans-' 
actions. 1855. 
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une valeur de h telle que ftn-|- « ^ (^+1) ^^ dépasse pas p. 
Par exemple, pour p = -^, qui est le cas des invariants, il 
n'est pas même nécessaire d'aller jusqu'à 71 = -5-. 
On peut encore écrire la formule [38] ainsi qu'il suit, 



T*(*-^l) 



[40] C(j),r.n)=y (-l)V)) /; . 

^« (1— a?).. .(l—a?'')(l—a?)(l— «')... (l—a?*^ *) 

en posant \jj=p — /m. 

En revenant maintenant sur la formule [2?], on voit que, en 
posant Vp = V (p, r, n), on a, soit par la formule [26], soit par 
les formules [27] et [35] , 

[41] V(i?,r,ri)=V(p,n,r), 

[42] \ {p,r^n)=zY (nr—p,r^n) . 

D'ailleurs, comme (v. N' 95) Vp est ={ix^)) (1 — a?)2A^/, il 
s'ensuivra que 

et selon les besoins on y pourra échanger r, n entre eux; 
par conséquent on aura encore 

A(*-4-î) 

n — - — 
[44] Vp =y (- l)\a?* )) ^ — TT • 

^ ^ 4^» ' '(!-«). ,.(1-0?*) (l-a:«)...(l-a--*) 

Ainsi, pour n=5, on trouvera 

5 *(*-^i) 



'^ 4^»' ' ''(l-.a?)...(l-x*)(l-a;«)...(l-a?5-*) 



OÙ uj=r (ô""^)' ®* ^^ retombera sur la valeur deT, N. 98 
sauf le changement de r en 9. 

Nous donnerons à la fin de l'ouvrage des tables des diverses 
valeurs de Vp . 
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S4. 



Application & la forme cpiinticnie. 



I Oi . Nous pouvons faire une application intéressante des prin- 
cipes exposés jusqu'ici à la théorie des formes quintiques. Nous 
avons vu, N. 64, que la forme quintique peut être réduite à la 
forme canonique [23]; or, comme on va voir, l'étude de cette 
forme peut conduire à des conséquences importantes. Examinons 
d'abord ce que deviennent les invariants de la proposée [22] 
lorsqu'on les dérive de la forme [31], invariants auxquels ils 
sont égaux par la nature de notre substitution. Partons, pour 
plus de simplicité, de la forme 

[1] Xw5-f ^î;5_|_(^_|.^)5_o^ 

7 Mi 

qui se déduit de la forme [31] en posant x=-, m=^ — • 

Alors les invariants, multipliés par une puissance convenable 
de n, seront ceux de [31, N. 64]. L'élimination de w et v entre 
les dérivées de [1] par rapport k u et h v, 

[2] \u*-\-(u + vy = , Mr*+(u + i;)* = 

nous fournira le discriminant et par conséquent les invariants 
de 4« et de 5« ordre, par suite d'une relation connue entre les 
trois invariants. Nous avons d'abord pour ce discriminant 



l'expression (•) x»i+ (i/x-f-l^My' ? ou, sous forme rationnelle 
et entière, 

4_ 4_ (**) 

Norme [x»i+ iV X+ V m)*]= [(x»i+X+|ii)«- 4X»i]'. 128X V (M-X-m) • 



(*) Il suffit de voir que des équations [2] on déduit 
et la première des [33] deviendra 



4 

X 
ou 



(^^^(Kï+«^». 



(**) On entend par norme le produit de plusieurs facteurs, fonctions 
successivement de toutes les racines d'une équation donnée. Ainsi actuel- 
lement 

Norme = [x^+(l/H-l/i7)*] [\,x+{Vb-v7)*] [>^ll+{^/b-\-i\/^)*'j [\^+i\/b-i\/IY'j 

A 4 4 4 4^ 4 

= [(xh+x+m+6 i/j;v)*-16( vW+yx;r») j [(xn+x+M-ej/x'nOVieCj/J^-V^)*] 

4 4 

^ [(x^i+X+m)*+ 4XM+4 (BXm-X-m) ]/xv] . [(x»i+X+»i)'+4XM (OXm-X-m) V^XV*]^ 

et enfin = [(x^ + X + m)*+4Xm]'— 16(3X»i— X-fi)'X|ii ; 

ce qui se peut mettre encore sous la forme 

[(Xm + X+»i>-4Xh]-128XV«(X»i-X-m). 
On pourrait encore trouver le discriminant au moyen du déterminant 

4X 6X 4X X^+X+fi 

6X 4X Xm+X+^ 4^ 

4X Xm+X+M 4^ 6^ 

Xfi-fX+M 4^ 6fi 4fi 

qu*on formerait à Taide de la méthode abrégée de Bézout, c*est-à-dir» 
en partant de la forme [24], N. 41, du résultant des deux équations [2]- 
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En désignant donc généralement par I^ Tinvariant de degré 
i, on aura 

En comparant ces expressions avec celle du discriminant, 
ou tire cette relation remarquable entre le discriminant et 
les deux premiers invariants de la fonction quintique, & savoir 

Discriminant = 1*^— 128 1^ 

si on remplace \\i par leurs valeurs, on aura sous forme 

entière 

f4] I4 = (/m 4" Zn -f- ^^)* — 4imn' 

= (Im —In — mn)'-J- élmn (l-\-m — n) , 
[5] • Ig = l^m^n"^ (Im — In — mn) . 



(*) Il sufiBt d'observer ce que devient Tiiivariaiit 

I4 = (af— Zle + 2c<f)* — 4 (ac — 4 W + 3c*) [If— Ace + 3d»), 

lorsque la forme proposée devient la [32], ou bien que le covariant 
de 2e ordre et de 2* degré devient Xa?*+ (X)ui + X + M)a;y-|-^y*. 

(**) Au moyen du covariant de 6* ordre de la fonction de 5*, on peut 
trouver Tinvariant de 8* ordre. En effet, ou a pour la forme 

Xa?«+3Xrc5y ^ 3x(X+2) x^y'-^- (X^ + X + \i) a?V+ 3m(m+2)«V+ 3Mrry5+ M!^» 
et alors il viendra pour l'invariant que Ton cherche le déterminant 

X 3X 3X(X+2) Xm+X+ih 



SX 


3X(X+2) 


Xn+X+M 


3m 


(X+2)3X 


x^+x+^ 


3m 


3m 


XH+X+M 


3n 


3n 


M 



Mais il est plus simple de prendre la formule 

Ig = A(6d-c') + B(&c-aei) + C(ac— &«), 

et alors on verra qu^il se réduit à 

XV»(Xfi + X + M)-2XV'(X+M) = XV*(XM-X-|ii). 
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Pour trouver Tinvariant de 12* degré, il n'y a qu'à voir 
ce que devient dans ce cas le discriminant de Téquation 
cubique [26] (*), et on trouvera 

[6] I„=i*m*n^ 

• 

A ces trois invariants fondamentaux il faudrait ajouter 
celui de 18« degré trouvé en 1854 par M. Hermite et dont 
l'expression en fonction de i, m, n donnée par M. Sylvester, 
serait 
p] 1,8= ^l^m^n^ (l — m) (l-\-n) (m-^-n). 

Pour plus de commodité, on peut changer n en — n, ce qui 
revient & échanger entre elles p,T et a,T dans les expressions 
de m et n, et on aura ainsi tout & la fois les 4 invariants 
fondamentaux sous la forme 

J^=:(lm-\-ln-\-7nn)*—4:lmn {l-\-m'{-n) , 
Ig = l^m^n} {Im -[- In -f- mn) , 

I,«rz=4i'/n'^nMi— w) (i — n) (m— n), 

i09. Par cet échange Téquation canonique de la forme 
quintique binaire deviendrait 

Or les valeurs des trois premiers invariants nous permettent 
de former une équation dont [, m, n seraient les racines. 
On aura, en effet, 



(*) Le discrimiDant (voir les tables) se réduit alors au seul terme 
**c' = (Xm)«(Xm)« = XV*- 
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Or le discriminant de cette équation serait 

[10] (l^mr (l-ny (m-n)' = îëTîïïfei = ^o . 

.161^ 

et en Texprîmant & l'aide de ses coefficients on obtiendra, 
toutes réductions faites, cette relation remarquable (•) 

[11] i;3 = l4(l4li.- l') + 8lIli»-'2TjBlî,-432i;, , 

par laquelle il est démontré très-simplement que l'invariant 
de lis 63^ fonction des trois premiers invariants fondamen- 



(*) Supposons que la forme cubique soit 

celle du discrimiiiant est 

18apT6 + PV— 4aT» — 4p86— 27a«ôS 
et si, pour abréger, on pose 

l'équation canonisante [9] devient 

ac — b^ b - ^ 

4c 4" ci" 

d'où on déduit que le discriminant est 



3C4 L 



18,4 {ac - b*) bc^ + (ac - b^) b^ - eb^c' + (aC' b^f - 27,16 c* 
16c' ' 



= — ^ r^ (flc -&»)»- 72 a&c« + 8 &3c- 432 c3 
16cr L 

3 
Il8 

Mais par l'équation [10] cette fonction est = g- ; 

16c^ 
donc, en remplaçant a, d, c par leurs valeurs, il viendra 

4=I,(l4l»-lî)* + 8l8l«~72l4l8lfi-432I«, 
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taux (•). Cette même équation va nous servir pour exprimer les 
coefficients /, m, n et \i de la forime réduite en fonction de ceux 
de la proposée ; car en la résolvant et en posant, pour abréger, 

[12] I,6=I..l4-IV 

[13] • I„=36I,P,J,e+6.12«I^-P,e , 

on aura 



12i;,i = - I.e+ P Kl48+216I,j]{+P' Vhz- 2161,.]^ (-). 

En remplaçant p par les trois racines cubiques de — l,on aura 
les valeurs de Z, m, n. De ces expressions il résulte une propriété 
remarquable de la forme canonique ; car puisque ces coefficients 
sont des foqptions d'invariants, il s'ensuit que, si dans la forme 
quintique proposée on fait une substitution linéaire quelconque 
x=px'-\-qy\ y=p'x'-\-Q'y\ la forme canonique, à cause du 
facteur pq'—P^Q 4^^ s^^& commun aux coefficients 2, m, n, 
demeurera invariable. Ainsi la forme canonique (31), N. 64, sera 
une forme caractéristique de toute forme quintique donnée (22). 



(*) Nous avons déjà donné cette méthode poar trouver la relation 
susdite dans une note insérée dans le Journal de Tortolini, 1855. 
{**) Il suffit de se rappeler que, en posant 

3 3 

on a fl^ = ~6 + p)/^B + |fll/C + p«|^/|B---Jal/C, 

où B=3a&c-fl«rf-26» , C = (a^-d(?)«— 4(ac-&«)(W— (î^). 
et dans le cas actuel, 
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5 

T 
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12?» fi 
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Les valeurs de X; m seraient évidemment 



- It.+ P l' I«+216I„I«+ p» |/l«-216I,a« 
[14] X= , 

- I« + |/l„+216lBlîJ+p»Klrt-216I„I« 



-Iis+ P* (/l«+216I.,I» + p J/ I«-2lCI„l' 



s 

, , i« ■ ' ~ " it 

[15] M= » 

-Ii« + |/l«+216I,j'«+p«('l«-216I„I« 

IS 11 

Ces valeurs deviennent égales lorsque 

I,,=0, ou li,=0, 

ce qu'on pouvait prévoir par Téquation [7]. 
Dans cette hypothèse, les coefficients de la forme canonique 

équidistants des extrêmes seront égaux; et par conséquent 
réquation proposée pourra se résoudre algébriquement. 

i03. Nous pouvons encore faire une application à Téquation 
de 5« degré de ce que nous avons appris à Tégard des invariants 
exprimés en fonction des racines. 

On sait que Lagrange a réussi à faire dépendre la réso- 
lution d'une équation donnée, de celle d'une seconde équation 
que Ton appelle résolvante^ et dont la racine est composée 
linéairement avec celles de l'équation proposée et les puissances 
d'une racine de l'unité du même degré. En particulier La- 
grange a démontré que la résolution par radicaux de l'équation 
du 5« degré, si elle est possible, peut être réduite & la déter- 
mination d'une racine commensurable d'une équation du 



— 179 — 

6« degré dont les coefficients dépendent rationnellement de 
ceux de la proposée. Cela provient de ce qu'on peut former 
des fonctions de 5 lettres n'ayant que 6 valeurs ; mais comme 
elles sont au moins ^\i second degré par rapport & Tune des 
lettres, le calcul des coefficients de la résolvante en fonction 
des coefficients de la forme quintique devient extrêmement 
pénible. Mais M. Hermite (*) avec la pénétration qui lui est 
propre, a le premier reconnu qu'on peut former une fonction 
des 5 racines n'ayant que 6 valeurs et bien appropriée au calcul, 
puisque elle est en même temps un invariant de la quintique. 
Soient, en eflFet, a, p, t, b, € les racines de l'équation 

Posons d'après ce géomètre 

Cette expression n'est susceptible que de 6 valeurs; ce sont en 
appelant X la première partie, \i la seconde; et en posant pour 
abréger 

X = (1,2, 3, 4, 5) , fi = (l,3,5,2,4)r) 

les expressions suivantes: 

où 

X,= (l,2,3,4,5), M,= (l,.3,5,2,4), 

X,= (l,2,4,3,5), n,= {l,3,2,5,4), . 

X,^ (1,2, 3, 5, 4), M3=(l,3,4,2,5), 

X,zz=(l,2,5,3,4), n,= (l,3,2,4,5), 

X,= (l,2,4,5,3), M,= (1,4,3,2,5K 

X,= (1, 2, 5, 4, 3), Me= (1, 4, 2, 3, 5). 



(*] Cambridge and Dublin Mathematical Journal 1854. 

(^*) Les nombres 1, 2, 3, 4, 5 représentent auccessivement les racines 

«» P» Ti ^» €• 
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Soit maintenant 

la résolvante, dont ^„ t^t > - -^t^ seraient les racines. Puisque 
les coefficients A sont des fonctions symétriques des quantités 
t et par conséquent des fonctions symétriques des différences 
des racines Oi, a,, ..., o^, lesquelles y entrent toutes au même 
degré, ces coefficients seront des invariants de la forme quin- 
tique; donc, d'après la remarque du N' 99, A,, A,, ..., A^ seront 
des fonctions linéaires successivement 



Al 
A, 

A3 



de I4, A4 

de I4*, Ig , As 

de V, I4I8, In , Ae 



del4*, I4M8, I„l4, la», 

del4M4Mg, l4nH. l4l8MaI.2, 

de l4«, I4M8, UM», l4« V, I4I8I1,, Vt lit*. 



L'invariant fondamental I^g n'y figure pas, car puisque les 
coefficients sont des fonctions rationnelles et entières de degré 
multiple de 4 par rapport aux coefficients a de la forme 
quintique, et tout au plus de 24« degré, aucune combinaison 
de Ifg avec les autres invariants'fondamentaux n'est possible. 
On voit ainsi avec quelle facilité, une fois les invariants 
connus, on peut maintenant contrôler ou achever des calculs 
qui auraient été autrement inabordables. 



CHAPITRE SIXIEME. 



DES COVARIANTS. 



§1- 

Propriétés fondamentales. 
■04U Étant donnée une forme 

on appelle covariant de cette forme une fonction cp de x, y 
et de ses coefficients^ dérivée de la première^ de telle sorte 
que^ à une puissance près du déterminant de la substitution^ 
la transformée de la dérivée est la dérivée de la transformée 
de la fonction proposée. 

En d'autres termes le covariant de la transformée est la 
transformée du covariant. 

Ainsi, par exemple, la fonction 

[2] (ac — &*) 0?*+ (ad — &c) a?y + (bd — c») v* 

est un covariant de 

[3] 0^+3 bx^y 4- 3cx*y + dy* ; 

car par la substitution 

[4] x=pX'^qY, î/=|>^ + ^Y, 



[5] T={ + 
+ 
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la transformée de ce covariant, à savoir 

[(ac — 6») p»+ {ad — De) pp'-\- {bd — c*) p"*] X» 

• ]2(ac— 6»)p«-Had— &c)(p3'+j>'g)+2(6d— c*)p'3'] XY 

• [(ac — h*) q*+ (ad — bc) ««'+ (bd — c*) «"] Y» 

est, à un facteur près, équivalente au covariant de la transformée 

AX'+ 3 BX« y + 3 CXY»+ DY» . 
ou à 

( AC — B») X«+ ( AD — BC) XY + (BD — C») Y«. 

En effet , à Taide des valeurs 

B = q (ap*+ cp'*) + 2pp' (qb + q'c) + q' (J)p*+ dp'*) , 
C=p {ag*+ cq'*) + 2qq' (pb + p'c) + p[ W + ^'') > 

« 

on vérifiera sans peine, que 
( AC — B«) X*+ (AD — BC) XY + (BD — C«) Y*= {pqf—p'qY T. 

On peut constater facilement, par exemple, que les coefficients 
de X* sont é^ux dans les deux membres, c'est-à-dire que 

AC — B*= (1)3'— p'q) » [(ac — &*) i)*+(ad — bc) pi)'+(&rf — c«) p'*] . 

■05. Ainsi ^()u^ covariant qp e^^ tine fonction qui satisfait 
à Véquation 

[6] 9(Ao,A,,A,...X,Y)==(p3'--l>'(^)^^.9(ao,ai,a,...pX^-(zY,l)'X+a'Y) 

ou 

[7] 9 (Ao, Al, A„ ..., ^J)=(pq'—P'q)^^ (a^, a,, a„ ..., a?, y). 

D'après cette définition, chaque coefflcient de X* Y* dans 
le 1«' membre de [6] reproduit, à un facteur près {pq^—p*q)^y 
le coefflcient du même terme dans le second membre. 
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■OA« Nous appellerons, comme pour rinvariant, \i Vindice 
du covariaut ; et si nous supposons que le degré du covariant 
par rapport aux variables soit m, et que le degré du covariant 
par rapport aux coefficients soit r, on aura ce 

l*' Théorème. Vindice du covariant est exprimé par la 
formule \i = — 5 — 

DÉMONSTRATION. Eu effet Ics Coefficients A, étant de degré n 
par rapport aux quantités p, ç, p\ q\ et figurant au degré r 
dans le covariant 9, les coefficients des variables X,Y, seront de 
degré nr par rapport & ces mêmes quantités: d'ailleurs celles-ci 
entrent déjfi au degré m dans la forme qp du second membre [6]: 
doue puisque le déterminant est de degré 2; on aura 

^ nr — m 

2,\x = nr—'m , \i = — g — 

Par exemple, pour n=3, r=2, m=2, on aura M=2, comme 
on vient de voir dans le covariant susdit de la forme cubique. 

Puisque les covariants peuvent être de diflférent degré par 
rapport aux variables et aux coefficients, nous appellerons 
ordre le degré m du covariant par rapport aux variables , et 
degré le degré r par rapport aux coefficients de la forme. 

Corollaire. Pour les formes de degré pair, les covariants 
sont d'ordre pair. 

■OY. 2« Théoi^me. Les poids des différents coefficients d'un 
covariant forment une progression arithmétique dont le 
premier terme est Vindice — ^ — et la raison 1. 

Démonstration. En efiet, si Ton fait la substitution 

a? = X 
y= aY, 

le coefficient du terme en X Y acquerra le facteur a • , en 
appelant it. son poids, tandis que le facteur en a du même 

* nr — m . 

terme dans le second membre de l'équation [7] sera a « 

HT -~* 1H 

donc iT. = — - — + ^ ^ 9^^ démontre le théorème. 
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Posons, par exemple, n=4, r=3, m=6: les poids successifs 
des termes du covariant d'ordre 6 de la forme biquadratique 
seront 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

CoROLLAiKE. Connaissant les poids et le de^é des coefficients 
d'un covariant, la forme littérale des termes successifs peut 
être écrite d'avance. Il ne restera plus qu'à déterminer les 
coefficients, ce qu'on apprendra à faire par la suite. 

I08. 3« Théorème. Dans un covariant les termes équi- 
distants des extrêmes s'échangent entre eux par Véchançe 
mutuel des coefficients équidistants des extrêmes dans la 
fonction génératrice. 

Démonstration. En eflFet si Ton changée x en y, ce qui 
revient à faire la substitution a? = Y, î/ = X, la transformée 
du covariant quant aux coefficients ne différera du covariant 
que par l'échange des coefficients équidistants des extrêmes : 
et ainsi il faudra que 

ce qui n'est pas possible, à moins que le coefficient de X**"^* 
ne devienne égal à celui de Y*""" X* par l'échange des coef- 
ficients a^ en a^__^^ qui s'est opéré dans la forme même à cause 
de la substitution ci-dessus. On ne tient pas compte du signe + 
qui peut aflFecter le covariant et n'altère nullement la forme lit- 
térale. Seulement par cet échange les termes changeront ou non 
de signe, selon que l'indice du covariant est impair ou pair. 
■OB. 4« Théorème. Tout covariant <P satisfait à Véquation 
aux dérivées partielles 

DÉMONSTRATION. En effet, si on fait la substitution: 

y= Y, 
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par définition on aura 

<D(A,B,C,...,X,Y) = 9(a,&,c,...,X + €Y,Y), 
ou 

d) (A, B, C, . . ., OG—ey,y)=i<p (a, &, c, . . ., œ, y). 

Maintenant, si on développe le premier membre selon les puis- 
sances de c à l'aide de la série de Taylor, Téquation deviendra 

•'+'[-''s+S"''+â'«-.+ ]+"'•+■■■•=»■ 

et pour que cela ait lieu quel que soit €, il faudra que le coef- 
ficient de e soit nul, ce qui est précisément Téquation [8]. 

Ck)ROLLAÎRE. D'après le 3« théorème le co variant satisfera 
aussi & réquation 

[9] x^J^ = a p- +2a.p + 4-na.$. 

APPLICATION. Soit 

9 = Coo;" + mC,a;"- V + *^^^^ C^*"" V + + C^y" 

le covariant: les équations de condition du 1" système [8] seront 



rfCi, dC^ dO^ dC^ 

«-557+ ^'557+ ^*5^+ - + "«-i55:='»^-i ♦ 



(*} Il soffit d^obseryer que Topération y -j^ donne 
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et les équations de condition du second système seront 









'dai 



-\-a 



dC, 



[11] 



, , +a -; 

na,-v^+(n-lM.-:5^+ + « t^^ 



na 



da^ 



M — 1 dG^^i 






dCt . . ,, <fCt , 
dGo I / -Il (^C/o I 



+ an^=(^-l)C., 



+« 






= mCi . 



D'après la forme de la première des équations [10], on voîtque 

Cq est un péninvariant dont le calcul n'offrira aucune difficulté. 

ExBMPLE. Supposons n=3, r=2, m =2; la forme cubique 

aura pour covariant une expression de la forme 

et les poids de Co,C4,C, seront, d'après le théorème (N. 107), 



3.2-2 



= 2,3,4. 



On aura donc 



Co 






et le premier système d'équations donnera 



a. 



dC, 
da* 



dCi 



dC. 



+ 2«.S + 3a.S = 









0, 
Co, 



2aoai(Lo+W = 0, L, = — Lo = — 1, si Lo = l, 



aoa»(M,+3Mo)4-2a,M,* = aoa4—a,% 



M.=-i' 



3M„=^ , 



Mo = 4 



1 
2 



Par conséquent le covariant quadratique sera 



fl lO. Observons maintenant qu'une fois le premier coefficient 
connu, on peut obtenir tous les autres par des simples différen- 
tiations. 

En effet d'après les équations [11], on voit que, 



C,= 



dCt 



12<"-^)'**->^' 



[12] 



^'=^iS<"-*)'* 



^■^^da^ 



^.=^i^-^)^i 



dC^ 



m~1 



+1 da^ 



Exemple. Les coefficients du covariant de la forme de degré 5 



a* 


afip 


xY 


a;8y3 


>r»y* 


xy^ 


y» 


+ ac 


+ 3ad 
-Sbc 


+ 3ae 
+ 3bd 


+ a/ 
+ lbe 
Scd 


+ 3bf 
+ 3€e 


+ 3cf 
'-'3de 





se déduiront de C,= ac — &* par les équations 












da 

da 

dCt 
da 



+ 4c 



rfC, 



dCt 



+ 4c^+3t^^ + 2^ 



e^» 



(fc 



dd 



)■ 



+ 4.^ + 3.^ + 2<,^+f''« 



(<» 



(<C 



dd 



de 



) 
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et nous n'écrivons pas les 04,05,05,0^: car ils se déduisent 
des autres par le simple échange des coefficients équidistants 
des extrêmes. 

Remarque. Si on représente par b Topération représentée 
par le second membre [8] le covariant <p=(Oo,Cj,0„...,0^)(a:,î/)'* 

devra s'annuler si on y applique l'opération b — î/j~- De là 
on tirera évidemment l'équation 

(bOo,bO„bO„ . . . ,bO J(^,I/r-m2/(Oo,0„ . . . ,0^g,0^^j)(a?,y )'*^'= 

d'où les relations 

bCo=0, bOj=Oo, bO,=20„ •..,bO,^=(m-l)0^__jj,bO^=m0^j^ 

qui nous permettent de déduire du dernier terme 0^ tous les 
autres coefficients du covariant. Quant au dernier terme, on 
l'obtiendra en échangeant dans Oq (qu'on peut calculer d'avance 
aisément puisque il est un invariant), les coefficients équidis- 
tants des extrêmes. 
Si on appelle 5' l'opération [9], il viendra semWablement 

yOo=mO„ 5'0.=(m-l)C„ ..., 5'0^.2=(m-2)C^_^, 5'0^_^=0^, 5'C^=0. 

flll. 5« Théorème. En désignant par U, V les opérations 

[13] U=pA+p.^ , v = ,A+,.|,, 

les équations [8], [9], c'est-àrdire 

relatives à la transformée <t> de ç, sont égales à 
[15] U(0) = O , • V(<D) = 0. 
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Démonstration. Observons, en effet, que les coefficients de la 
transformée ont (voir n* 69) les valeurs suivantes 



[16] 



. 1 / d^t fd(p\^ 

r— n(n-l){«-2)...(n-r+l) Vdp'^^ dp') ' 



ou encore 

f^'^^ ^r=n(n-l)(n-2)...(r+l) [^dq'^^'dr] ' 

De sorte qu'il viendra, en ayant égard aux valeurs susdites 
de U, V, 

[18] rA^^=U(A^) , (n-r)A^^^=V(A^). 

Quant aux opérations sur les variables, observons que des 
équations 

[18]' hX = q'x — qy , KY=py—t^œ , n=pq^—fq 

on tire facilement les valeurs 

nU(X)=— Y , V(X)=50, U(Y)=0 , V(Y)=:— X. 

désignent les dérivées de et Topération U par rapport 
seulement aux quantités p, g',.,- 9 contenues dans les variables 
X,Y, il viendra 

[19] 

t'[«]=,p+,.(^)=^-|u(x,+||u,x,=-y||. 



(•) En effet. 
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Par suite, en se rappelant que (|> est fonction des coefficients 
et des variables de la forme, et ayant égard aux équations [18] 
et à ces dernières, les équations [14] deviendront 

et en étendant le symbole U aux coefficients ainsi qu'aux 
variables de (D, on aura 

[21] U(cD)=0 , V(0) = O. 

Ces équations, si on se rapporte au second membre de Té- 
quation [7] qui sert de définition au covariant, sont évidentes, 
<5ar U(ft) = V(ft)=0. Mais il faut noter ici que nous avons 
voulu établir cette proposition indépendamment de toute idée 
préconçue sur la nature de la fonction <p, et seulement en 
partant des équations aux dérivées partielles [14]. • 

. En vertu de ce théorème, on peut démontrer aisément que 
toute fonction qui satisfait aux équations [8, 9] est un co- 
variant, ce qui nous montrera que ces équations aux dérivées 
partielles sont vraiment caractéristiques des covariants, car 
elles fournissent les conditions nécessaires et suffisantes pour 
les caractériser. 

119. 6« Théorème. Si la fonction ^[a^^a^^a^^.^.^anX^y)^ ho- 
mogène des degrés m, p respectivement par rapport aux 
variables et aux coefficients^ satisfait aux équations 

elle satisfera à l'équation 

[23] <D = <p(X,Y) = (p9'-p'#<p(a;,y). 
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Ce théorème, qui constitue la réciproque de la proposition, a 
été donné pour la première fois par M. Cayley en 1855 (•). 

DâMONSTRATiON. Si Ics équations [21] sont satisfaites, il en 
sera de même des équations [14] et par conséquent des é- 
quations [21]. Mais, en vertu des équations [21], et en observant 
que 

on conclut que 

[24] U\(<D)-\L(0)=p^^-+p'^-3-^--3'^ = O. 

Observons d'abord que partout, Ao, A„ ... étant des fonctions 
homogènes de p, q^ p\ q' du n^ degré, on a 

dXf, dkj. dk^ dkf, 
[25] ^^ + «1^ + PV+«V="'^^- 

D'ailleurs, en vertu des équations [18'1 on a (•*) 
[26] 

^ d^ 

et par conséquent, en multipliant la formule [24] par j^ , 



(*] V. Second Memoir on Quantics — Philosophical Transactions, 
(•«) En se rappelant le théorème connu sur les fonctions homogènes, on 
pourrait encore établir la [26J en partant des équations 

dX . dX, , .dH , ,efX ^ 

dY . dY . fdY , ,dY « 

que Ton déduit directement des équations [18']. 
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et en sommant toutes les équations pour les divers indices de 
r et y ajoutant l'équation [26], les premiers membres représen- 
teront les dérivées de o tant par rapport aux coefficients que 
par rapport aux variables, et par suite il viendra 

Cette' équation, jointe à l'équation [24], donnera 

L'intégration de ces équations et d'une des équations [21], 
considérées comme simultanées, fournira l'expression de 0, 

• 

X désignant une constante par rapport à jp, q^ p\ çf^ fonction 
de «0, a„...,ûf^^ ^» î/- A.fin de déterminer la forme de cette 
fonction x, posons dans l'équation susdite p=^=l, q=p'=iO^ 
auquel cas Aq, A,, ..., X, Y deviennent respectivement 
ao, a„ ..., a;, î/ ; nous trouverons 

et, en substituant. 

Partant, comme cette équation sert précisément à définir les 
covariants (**), le théorème est démontré. 



(*) Chaque coefficient de est une fonction des A, homogène et de 

degré p. Ainsi Topération Z A -^ ne fait que reproduire 4> répétée autant 

de fois, qu'il j a d'unités dans les exposants. 

(**] Y. Brioschi^ Annali di matematica, 1858; d'où nous avons em- 
prunté cette démonstration. 
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1 13.7* TBÈouÈuE.Toutefonctionquisatîsfiaitauœ équations 
aux dérivées partielles (8) et (9), de degrés m,r, par rapport 
aux variables et auœ coefficients^ aura pour poids de chaque 
coefficient Cj en x°* "" y la valeur tTj = — ^ [^ i . 

DÉMONSTRATION. Posons avcc M. Cayley : 

Y = na,^ + (n-l)a,-^ + ... + 2a ,3-^ — ^-a—^. 
' rfOo ' ^ ' • «tel ' ' «-irfa„_2 ' "rfa»-! 

Si Ton désigne par X (T) , Topération de X sur T en tant 
que Y contient explicitement les coefScients a , et ainsi Y (X) 
pour X , il viendra X. Y=XY + X(Y) , Y .X=YX + Y(X), 
d'où X.Y — Y.X = X(Y) — Y(X). 

Mais on trouve aisément: 

X) = „a.^ + 2(«-l)a.^ + ...+ 2(„-l)a„_,5^4-««„^: 
Par conséquent : 

Y)-Y(X)=.a.^+(n-2)a.^+...-(«-2)_,5^^-«a„5^. 

Or si le covariant est réduit à par chaque opération 
X — y -j- , Y — X -^ , il sera aussi réduit à par les 
opérations successives : 

=X.T-Y.X+„-i.-a,-^=X(T)-T(ï)+v^-x^ . 
En posant donc 

le covariant s'annulera par l'opération T + î/-^ ^"5" • 

Fa\ db Bruno — TfMoriê des forme* binairên, 13 



Soit maintenant a^ a^,^ a\..a^ x y un tenne du co- 
variant ; en y appliquant Topération susdite, on aura : 

n€o + (n — 2)€, ... — (n — 2)€^j — n€^ + i — 7^ = 0, 

ou 
2/— /— 74-n(€o+€t+€,. . .+€^^i+€^)-2(€,4-2€,+. . .+(n-l )€^j+n€^), 

c'est à dire, puisque le degré r = ir^>4-iTi4-^«+ ; et 

i-^h = m\ €i + 2€»+... + (n — l)€^i + n€^ = n. 
2i — m + wr — 2tt. = 0; d'où tt = — "^ |-i. 

Corollaire 1*. La seule opération X . Y — T X donne 
nr — 2Tï^ = m — 2i . 

CoROLLAiBB 2». Pour Ic 8 invariants, comme z = yi = , on 
a nr — 2tt^ = ; donc dans ce cas 11.= -^ • Donc toute 
fonction des coefficients qui satisfait aux deux équations aux 
dérivées partielles X = , T = , aura pour poids -g- . 

Remarque. On pourrait raisonner plus simplement ainsi. 
En posant œ = y\ y=^ay ^ et appelant X' , Y' les nou- 
veaux X et Y, il est aisé de voir qu'on a X'= — X,Y'=aY; 
et -j-T = -j— > rrr = ^ -3— • Partant la fonction proposée 

do) dx ' dy dy ^ ^^ 

est encore réduite a par les opérations X' — 2/'-^p- , 
Y'— jr;'-j-7 ; car on a 

Afin donc que le paramètre a disparaisse du résultat il faut 
que dans chaque coefficient C. de œ^^*y* le poids soit 
constant ; car a s'y trouverait élevée à une puissance indiquée 
précisément par la somme : 

l€H-2€, + 3€3+ + 4€^ + î 

d'où l'on voit que si ir^, est le poids du Cç, celui de C^ sera i^^^-j-i. 
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Nous avons vu qu'au moyen des équations (12), en partant 
du premier coefficient Cq , on peut former tous les autres 
coefficients du covariant. Mais en opérant ainsi est-on bien sûr 
d'avoir un covariant? C'est à cette question que répond le 
théorème suivant dû à M. Catley. 

fl 14. 8<^ Théorème. Étant donnée la forme (Sq, ai, a,, ..., an) 
(x,y)" , si C., est une fonction de degré retde poids -s-imr — n), 
assujettie à la condition XCo = , et si on détermine 
C| , C, ... C^ par les conditions 

[27] C, = YCo , C. = I YC, , ... . C^=-^TC^i, 
la fonction (Cq , C, ,C, , .. ., C 5 x , y)" sera un covariant. 



m 



(0. 



Démonstration. Observons, en effet, que Topération T Go 
fournira, à un coefficient numérique près, la valeur de G< d'après 

les équations ci dessus, et qui sera de poids îr^= — ^ 1- 1 . 

En poursuivant les opérations Y sur C, on doit tomber sur 
un terme . Car puisque le plus grand indice est n le 
poids de Y(0 peut être tout au plus nr; et par conséquent, 
quand on aura — ^ ['i>nr (d'où i> -s (^^-{'m)^ il 

faudra trouver y'Co = . 
Cela posé, d'après le corollaire premier, on a généralement 

XY — YX = m — 2/ : 

et en particulier, pour C^ , 

(XY — YX)Co = mCo ; d'où XYCo = YXCo + mCo = mCo 
puisque XCo = d'après l'hypothèse. 

Pareillement (X Y — YX) YC^ = (m — 2) YC^ ; 
partant 
XY*C«=: YX YCo+ ( w-2) YCo=»iYCo+ (m-2) YCo=2(m-.l )YCo 
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De même (XT — YX) T»C, = (m — 4) Y*Co ; 

d'où 
XY»C„=YXY»Co+(«l-4)Y«C«=2{«-l)Y'Co+(«l-4)YH3,ii3(«H-2)YîCp, 

et généralement ' • 

XY*c; = ^(m — <+l)Y*Co . 

Alors en posant î = m-\-l , m-\-2, etc., nous aurons : 

XY"*'Co=0, XY""^'c«=-(«+2)Y"'^'c,, XY"^Co=-(«+3)2.Y"'^*C„etc. 

équations qui prouvent qu'on doit avoiif ¥•»-*■! Co = ; car 
si Y"*"^* Co est diflFérent de , la seconde équation donnerait 
aussi Y Co différent de et ainsi de suite, ce qui est 
impossible d'après la remarque faite au commencement. 
De ce qui précède on déduit les relations: 

XCo=0, XYCo=wCo, XY«Co=2(w-l)YCo,...XY*Co=wY*~^Co, y"^^Cq=0 
lesquelles, en vertu des équations [27], deviendront 

XCo=0 , XC=wCo , XC,=(i»-l)C, , XC =C , , YC =0 , 

w^i III— 1 n 

et Ton obtiendra ainsi le système complet d'équations auxquelles 
doit satisfaire un covariant, comme nous avons vu au N"" 110. 
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'S 2. 

Émanants, Intermntants et éveotants. 



115. D'après ce qui précède nous avons appris à former les 
covariants et démontré quelques-unes de leurs propriétés. Mais 
nous possédons des méthodes plus expéditives pour les former, 
fondées sur la considération de fonctions particulières, que 
nous appellerons émanants^ intermutants et éveclants. 

Supposons qu'on ait les deux systèmes de substitutions 

Ces deux systèmes, où figurent les mêmes coefficients de sub- 
stitution, s'appelleront congrédients^ et les valeurs mêmes de 
x^y\ af, y' congrédientes. 

Cela posé, si par la première substitution on avait trouvé 
par hypothèse 
[3] n^,f/) = F(X,Y), 

on aura encore, en appelant X une constante auxiliaire quel- 
conque, 

[4] f(a^-h\^. î/+Xy')=F(X.f XX', Y-f XY% 

puisque des équations [1 , 2] il viendra 

a? 4- Xa7'=:p (X4- XXO + g (Y-f xY'), 
y + \y'= p' (X + XX') + «' ( Y + XY') ; 

équations qui lieût les quantités a?-[-Xa/, y-^-Xy' aux autres 
X-(-XX', Y + ^Y' par les mêmes relations qui lient les a?, y 
aux X, Y. 



- 198- 

Or, si on développe Téquation [4] par la série de Taylor, il 
viendra i d d \^ l d rf \' 

on a donc ce 

116. Théorème. Si les variables x\ y\ x, y sont congre- 
dientes, on a 

Dans le premier membre les coefficients sont des fonctions 
des a et des variables â?, y, tandis que dans le second membre 
les coefficients de X', Y' sont des fonctions des A et de X, Y. 

D'après M. Sylvester nous appellerons émanant la fonction 
[^-jz'{-y''T'] • Dans un sens plus large on pourrait dire 
que cette fonction est un covariant. Mais alors il faudrait en- 
tendre que les variables aient été changées simultanément en 
X, Y, X', Y'; et alors l'émanant serait une fonction telle que sa 
transformée serait un émanant de la forme transformée. 

Exemple. Soit 

f= ax*+ 2 bxy + cy* ; 

on aura \ [x'-^ + 1/' — j /•= (ax + hy) x'-^- (bx + cy) y', 

dont la transformée est un émanant de la forme 

= (AX + BY)X'+(BX+CY)Y'=i(x'^+Y'A^F, 



En eflTet, 

+ 



(PX'+^Y') 
(p'X'+«'Y') 



a{pX-{-qY)^b{p'X^q'Y) 

b(pX-{-qY)-{^c(p'X + q'Y) 
= (ap*+ 2bpp'+cp'*) XX' 
+ (apq+b {pq'+p'q}+ cp'q') (YX'+XY') 
+ (aq^+2bqq*+cq'*) YY' 
= (AX + BY) X'+ (BX + CY) Y'. 
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IIV. On peut établir le théorème autrement (*). 

Soit F(X,T) ce que devient f(x^y) après la substitution 

Dans les équations dijfërentielles dérivées de Téquation 

f(x,y) = F(X,Y), 



savoir, 






on pourra considérer dx^ dy comme des nouvelles variables 
et leurs coefficients comme des constantes. 
En effet, on a par [6] 

dx=^pdX-^qdY^ 
^'^^ dy=p'dX+q'dY, 

d'où Ton voit que les accroissements dXj dy sont entièrement 
arbitraires et' indépendants, et que d'ailleurs ils sont liés entre 
eux par la même substitution linéaire que les variables elles- 
mêmes. Ils continueront donc de Têtre dans les équations 
différentielles. On pourra ainsi de deux d'entre celles-ci dé- 
duire les valeurs de dx^ dy^ lesquelles devront coïncider avec 
celles qui sont tirées des équations de substitution. Cela étant, 
rien n'empêchera de considérer dx^ dy comme des nouvelles 
variables et leurs coefficients comme des constantes relativement 
aux variables. Par conséquent, tout ce qu'on pourra tirer de 



(*) Ce qui sait aurait pu être mis de c6té ; mais nous Tavons laissé pour 
faire entrer un peu dans notre cadre l'histoire de la science ; car je crois 
que c'est par cette voie que Sjlvester a entrevu les émanants. 
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ces équations différentielles, regardées comme des équations 
entre deux systèmes de variables ((to,(2y), (c2X,e{Y), sera légitime. 
Un exemple bien simple éclaircira ce qu'on vient de dire. 

Soit m = 2 et 

* 

[8] ax^+ 2hxy + cy^= AX«+ 2 BXT + CY« , 

où A=:ap*4-2&PP'+cp'*, 

B = apq-{-b {pq'-\-p'q) + cp'q', 
C = û(?* + 2 l)qQ'+ cq'* ; 

on aura 

[9] {ax+l)y)dX']-(l)X+cy) dy = (AX+BY)dX+(BX+CY)(fY, 

[10] ada?«+2&da?dî/ + cdî/*=AdX«+2BdXdY+CtfY*. 

On pourrait tirer de ces deux équations les valeurs de da 
et de dy en fonction de e^X, dY: valeurs qui coïncideront avec 
les formules [7]. Mais il est plus simple de substituer celles-ci 
dans les formules [9, 10] et de vérifier qu'on a une identité par- 
faite. Ce calcul ne présentant aucune difficulté, nous le lais- 
serons de côté. 

Puis donc que dans toute équation différentielle, qui d'ailleurs 
peut se metU*e sous la forme symbolique 

[11] [<lx^^dy^)nœ,y) = [dX±-^-dY^]*F(X,Y), 

dXy dy peuvent être considérées comme des variables quel- 
conques, liées aux accroissements dX, dY par les mêmes 
substitutions que a?, y et X, Y, on pourra les appeler respec- 
tivement 0?', y' et X', Y', et alors l'équation 



[12] 



-l+^^'i)V(-'^)=(^'À+^'^^(^'^' 



aura encore lieu entre ces variables. C'est ce qui du reste 
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se voit immédiatement ; car puisqu'on a simultanément par 
hypothèse 

on aura 

rfX"^ efY"" l_dx dX.^ dy efxj"^^ \^dœ rfY "T* dy d^J 

d'où l'équation [12] est évidente. 

lis. Théorème. Tout invariant d^un émanant de la 
fonction <p est un covariant. 

DÉMONSTRATION. Supposous, en effet, que afy y' soient seules 
variables et que x^ y soient constants. Alors, si nous faisons 
dans rémanant la substitution ordinaire, eu égard seulement 
à â/, y\ il viendra par transformatibn 

où a^ P sont des fonctions des coefficients de â/, y'- (c'est à dire 
de -^ , ^, et par suite des coefficients et des variables de la 
fonction donnée), et des coefficients p, g, p', q' de la substitution. 
D'autre part, a, p, sont des fonctions de or, y, qui se changent eu 

d V d Y i%\ 

— 7 7 — j-\ — » • • •> V / 

lorsque x^ y sont à leur tour transformées par la substitution [2]. 



(•) Otaervon., en effet, qu'on . ^^^-^4-= 



(pX'+^')£+(p'X'+^')J=(p£+p'J)x'+(,£+4)y'=x'^+Y'^. 
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Sî donc I est un invariant de la forme [^'JZ^V''^) f^ 
ou aura, en appelant A le déterminant de la substitution. 

Changeons maintenant les variables â?, y par la substitution [1]; 
rinvariant I deviendra 

I (a, P, T ,...) = I —7 ' ^ /,| _ » • • 
Donc 

VdX' rfX'~'rfY / \dx^ dx^^Uy I 

ce qui prouve que I —4 ' — tA — > • • • 1 est un covariant. 

Veto' dx^^^dy I 

Exemple !•'. Soit 

f(œ,y) = 0^ 4- 3&a?*î/ + 3ca^*4- dy» ; 
on aura l'émanant (*) 

L'invariant de cette fonction, savoir, 

(ax+ by) (cœ+ dy)— (2/a?+cy)*=(ac— &*)a?*+(ad— &c?)a?y+ (M— c*)y*, 

sera un covariant, ce que nous avons déjà appris ailleurs. 
Exemple 2*. En prenant l'émanant \^''T"^^''dv) ^® 



(^) Nous faisons toujours abstraction dans ce qui suit des facteurs nu- 
mériques introduits par la di/Térentiation. 
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et en cherchant son invariant, on a le covariant de la forme 
biquadratique 

+ (<?« — rf*) y*. 
Exemple 3*. Soit 

En prenant Témanant du 4^' ordre, on trouve 

af^ (oa? + &y) + 4:afY(dx + c^) + 6œ^y^(cœ + dy) 
+ 4:xY (dx + ey) + y'* {ex + fy) , 

et par suite l'invariant du 3* degré 



ax-^-hy 


hX'\'Cy 


ex-}- dy 


hx-^-cy 


cx-f-dy 


dx-^-ey 


cx'\-dy 


dx'\'ey 


ex + fy 



d'où Ton tirera le covariant du 3* ordre 



X* 


Zx*y 


2œy* 


y* 


ace 


+ acf 


■j-adf 


+ àdf 


— ad* 


— ade 


— ae* 


— 6e» 


— b*e 


-6V 


— bcf 


.- à*f 


+ 2bcd 


4- bce 


+ Me 


+ 2cde 


c* 


-\-bd* 


+ c'c 


— d* 




— c*d 


— cd* 





119. Théorème. A toute fonction de degré impair corres- 
pond un covariant du 2* degré par rapport aux coefficients 
et du degré 2n— 4, 2n — 8, ... par rapport aux variables. 

DÉMONSTRATION. Eu effet, si on prend Témanant 
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de la fonction, on aura successivement des fonctions 4^ degré 
linéaire par- rapport aux coefficients et de degré n — 1, n — 2,... 
par rapport aux variables de la fonction donnée. Les invariants 
du 2® degré, qui existent toujours pour des fonctions de degré 

# 

pair, ou pour des émanants d'ordre pair p, seront précisément 
les covariants cherchés, d'ordre 2» — 2p. Évidenftnent la série 
des covariants terminera par un covariant quadratique ou par 
un invariant de 2^ degré, selon que le degré n est impair ou pair. 

Corollaire. A toute fonction de degré impair correspond 
une série d'invariants de 4* ordre, • 

DÉMONSTRATION. On peut en effet prendre les invariants qua- 
dratiques des covariants susdits qui seront de degré pair, et 
alors on obtiendra des invariants du 4* ordre. 

Ainsi du covariant de degré 2=2.3—4 de la forme cubique 

(ac — V^) ûs*-\-(ad'—l)c) œy-\-(M — c*) y* , 
on tirera Tinvariant 

(ac — &*) {bd — c«) — (ad — cb)^ 

de la forme binaire susdite. 

iSO. Remarque. D'après ce théorème les invariants du se- 
cond ordre des émanants d'ordre pair, d'une forme q>, c'est-à- 
dire les fonctions 

d^vd^ _ I d^q> y 
dx* dy^ \dxdy] 



d^^ rf*<P A d*q> d*q> 



dx^ dy* * dx^dy dxdy^ 'V dxHy"" ] 

dx^dy^ dxdy^'do^dy'^ dx'dy^dx'^dy' [dx^dyV ' 



seront autant de covariants de la fonction <p. La première de 
ces fonctions prend le nom de Hessien du nom du Géomètre 
(M. Hesse) qui le premier l'a trouvée. 
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Exemple. La 2* fonction donnera pour la forme binaire du 
5* degré le covariant 

iSl. Une source féconde de covariants se trouve dans les. 
fonctions que nous appellerons intermutants ^ et dont nous 
allons maintenant nous occuper. 

Théorème. Soit F{X,Y) ce que devient f(œ^y) par la substi- 
tution : 

[13] y = j/X + q'Y, ^=P^-P'Q. 

on aura 

({) étant la transformée de la fonction homogène quelconque (p^ 
obtenue à Taide de la même substitution. 
DÉMONSTRATION. Ou déduit des équations de substitution 

X = 1 l^çfx^ qy) , Y = \ [-p'x^py] . 

m 

Maintenant on a généralement, pour Texpression des dérivées 
en fonction dçs nouvelles variables, 

dx~dXdx^ dY dx ' dY^dX dy ^ dY dy ' 
d'où, en vertu des équations [1] 

dx~k[^dY ^dX) ' dy~kVdY ^ dxj ' 

Or oji reconnaît aisément que ce système aurait pu se déduire 
du système [1] en changeant respectivement 

d d , ^ l d v^^l^ 
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Si donc ce changement est légitime sur le système des équa- 
tions [1] il le sera aussi sur tout autre déduit de celui-ci. Hais 
par ce système on trouve précisément 

f(œ,y) = -F(X,Y)i 

« 

donc on aura encore : 

fl± -A.\ -v(L± -L±\. 

m 

mais , comme f est de degré m , on aura enfin : 

Par conséquent l'opération indiquée dans le premier membre, 
appliquée à une fonction de X et de T, donnera le même ré- 
sultat que celle' du second membre, appliquée k une fonction 
de Xj y avec laquelle est liée comme X , Y à a?, y . 

Nous désignerons cette fonction, /* ( ^— » — -jz] ' P*^ ^® 
nom d'întermutant (*). 

Si on applique Tintermutant fi-r-» — ^ ) à la fonction même 

nfT j» ♦* I n — 1 , Hitl — 1) n — 2 « ■ • ^n 

[15] f=aoa; -\-naia) y-\ — 'j-^a^x y*,-{-—+a^V> 
pourvu que n soit pair, on obtient Tinvariant de second ordre 

Ainsi, pour ni=4, n=:6, on aura les invariants 
aQa^'^^aia^-\-3a\ , ao^o^^^i^s + l^aja^ — 10a% 



(*) Nous employons ce mot dans ce sens, bien que peut-êti*e il ait été 
employé par d^autres auteui*s dans un auti^e. 
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ce qui prouve d'uue autre façon que toute forme binaire de 
degré pair a un invariant du second ordre. Il est aisé de 
voir que, si a, est impair, les termes s'entredétruisent deux 
à deux. Si pour la fonction f on prend un covariant, Tin- 
termutant donnera évidemment un autre covariant. En con- 
tinuant de la sorte, on voit qu'on peut engendrer à Tinfini 
des covariants. 

Exemple. Si on change le covariant quadratique de la forme 
quintique en intermutant 

^ae-AM^^c^)^,^{flr^^\>e^^cd)-^^ 

et qu'on l'applique à la forme quiûtique elle-même 

aoi?'\-h loc^y + IQcaf'y^ + 10da?V + 5 eocy^ + A^, 
on obtient le covariant 

— (af+ 3 &ô + acd) (fto;» +3 cx^'y -}- 3 dary* + ey») 
+ (&/•— 4ce -f- 3d*) (aod' + 32>a?V + ^cxy^ + dy») 

qui est précisément, sauf un facteur numérique ( — 3), le cova- 
riant qui, égalé à zéro, fournit l'équation canonisapte de la 
forme quintique. 

Remarque. Si q> est un covariant de la forme /", et qu'on le 
change en un intermutant, en l'appliquant à un autre covariant 
Vf de la même forme, on aura un autre covariant. Il faut 
pourtant, afin que les difforentiations soient possibles, que 
l'ordre du second soit supérieur à celui du premier. La dif- 
férence exprimera l'ordre du covariant auquel on aboutira. 
11 s'ensuit que toutes les f07^nies qui possèdent des covariants 
ne différant que d'une unité dans leur ordre ^ ont un co- 
variant linéaire. Ce principe appliqué aux deux covariants, 
quadratique et cubique, de la forme cubique, donne un co- 
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variant o; mais si on l'applique k ceux de la forme quintique, 
on obtient de suite de la façon la plus aisée le covariant li- 
néaire N"" 8 des tables. 

fL99. On peut, à Taide des fonctions appellées évectantSj 
trouver encore des covarîants. 

Si I désigne un invariant de la forme : 

la fonction 

riiiT f n d n— 1 d . n— 8 ^ d \P -r 

c'«3 [yii;-y ^rf^+^ ^'rfs;- ) ^ 

est appellée un éveclant. 

En effet nous allons démontrer ce 

Théorème. Tout évectant est un covariant de la forme 
proposée. ♦ 

Démonstration* En nous bornant au cas de p=lj observons 
d'abord que, si les variables Xj y; x\ y' sont congrédientes, 
c'est à dire, si 

x=pX + qY œ'=pX' + qY' 

y=prX+çtY ' i/'=p'X' + 3'Y' ' 

d'où 

xy'—afy= (pq» - pTq) (XY' — X'Y) ; 

on pourra établir l'équation : 

f {x,y) + X (iCi/' - ya/r = F (X,Y) + X' (XY' - YX')" ; 

et, en développant les deux membres, il viendra : 

= (Ao+ V Y") X"+ «X""'y (A,— XY"*"* X') + ... 
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Pour former maintenant Tinvariaqt quelconque de cette fonction, 

il suffira de changer les coefficients ^0,^1, a,, de la fonction 

r(oo,y) respectivement en ao^-xy'^û|— Xî/'**~'a7',a,+Xy''*~V%..., 
et si on le développe suivant les puissances ascendantes de X, 
on aura : 

'+^{<'''^-»'-''^i:+'''^'"é- )■+ 



Cette expression en vertu de la propriété connue des invariants 
doit être égale à celle que Ton obtiendrait du second membre 
de réquation, k ime puissance près de pçf —j/Çj c'est à dire 
qu'on aura : 

= ft»*[l(a.,a.,...,a.„)+x(i/'"^-î/"-V^+...)|. 

Mais I (Ao,A|,...,aJ=:/i^I («o»^i»--îûtJ ; donc, en observant 
qu'on a X' = x/t, il viendra 

donc la fonction proposée est bien un covariaut. Il en sera de 
môme évidemment pour n'importe quelle valeur de p. 
EXEMPLE. Supposons que 

[17] f^zax^ + Sbœ^y + Scxy^ + dy* ; 

on aura 

I — a^dP 4- 4 ac* + 4&*d — 3 &V - 6al)cd . 

L'évectant 

Fki Dk Bbomo — Théorie i4$ formés binairêt. U 
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fournira le covarlant 



a?8 


x'^y 


a?y« 


f" 


+ aH 


^-^àbd 


— "Saed 


-^ orf* 


—Zabc 


— eac' 


+ Qb'd 


+ 3bed 


+ 2*3 


+ 3*V 


— 3*c« 


-2c» 



Pareillement, en ayant recours à Tinvariant I^ de la forme 
binaire du 5* degré, on obtiendra le covariant du 5« ordre et 
du 3e degré par rapport aux coefficients qu'on trouvera dans 
les tables au N** 2. 

Corollaire l»^. Il s'ensuit en général qu'à toute fonction 
de degré impair 2n + l correspond un covariant d^ ordre 
2n + l et du 3« degré dans les coefficients. Car (N. 119) 
toute fonction de degré impair a un invariant du 4* ordre. 

De même toute fonction de degré pair 2n a un covariant 
d'ordre 2n et du n* degré dans les coefficients. Il suffit de se 
rappeler que* toute fonction de degré pair 2n a un catalecticant 
ou un invariant de n+l degré. 

Corollaire 2°»®. Tout Invariant d'un évectant est un in- 
variant de la foi^me proposée. Il suffit en eflfët d'observer 
(voir N*" 129) que tout invariant d'un covariant est aussi un 
invariant de la forme donnée. Ce corollaire démontfe immé- 
diatement un théorème d'Kisenstein. 

Supposons que ka^-\-ZBxtj'^'\-ZGxy^-\-J)y^ soit le covariant 
cubique trouvé tout à Theure. Nous savons que 



2(AC — B«) 
AC — BD 



AC — BD 

2 (BD — C») 



- 



est l'invariant de cette forme. D'ailleurs le seul invariant 
fondamental de la forme cubique [17] est I, ou son discriminant. 



-211 — 
Donc on doit avoir 



2(AC — B«) AC — BD 
AC — BD 2(BD — C*) 



2(ac — b*) ac — M 
ac — M 2{bd — c^) 



relation donnée par la première fois par ce géomètre, où 

da • ' 3 de ' ' 

C=^=—ad}+3bcd—2c^ ; D = ||i=— acd+2&*d— &c«. 

n est aisé de voir de même qu'en comparant un invariant d'un 

covariant aux invariants fondamentaux de la forme, on trouvera 

^ une foule de relations entre les coefBcients. Ainsi en mettant le 

covariant N. 2 des tables de la forme biquadratique sous la forme 

Aa?»+ 6 Ba;*!/ + 13 Ca?^î/«+ 20 Da^y»+ 15 Ea?V+ 6 Fa^+ &!/• , 

il faudra que AC— 6BF+15BE— 10D*=XI%+mP, , 

X et M étant des coefficients numériques qu'on déterminera 
aisément, et par là on trouverait qu'il est le discriminant 
même de la forme biquadratique. 

11S3. Au moyen de l'intermutant on peut, d'après une 
méthode donnée par Cayley, déterminer en général la forme 
canonique pour un degré pair, ce qui précisément nous nous 
étions réservés de faire au N. 66. 

Soit 

[18] f= («0. «il -M «2nia?, yf" 

la fonction donnée, que nous nous proposons de mettre sous 
la forme canonique que voici 

[19]Ai(â?+aiy)*"+A,(a?+a4^)*"+...+Ai^(a?+a^)*"+XT(^+aiy)...(a?+a^), 

T étant un covariant de degré n de la forme 

[20] (a.,a„ ...,a^5a?,î/r=(,774-a,y)(a? + a,i/) ... {x + a^y). 
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Comme on voit les indéterminées A|,...,A , 0|,...,a i k aoùt 
bien en nombre 2n-{-l égal k celui des coefficients de la 
forme. Pour les déterminer et pour plus de clarté, nous po- 
serons d'abord ce lemme. 
Si on prend pour intermutant la fonction 

Pl] (»o,a,,...,a^5^,-^) , 

et si on l'applique à un des binômes quelconques [2], A(a^-ay) , 
le résultat de Vopération sera nul. 
En effet, ce résultat aura pour expression 

[22] (ao, a,, ..., a^Ja, — 1)**. 

Mais, en vertu de Téquation [20], un des facteurs du second 
membre s'annulera par la substitution a?=a, y=z — 1; donc, 
la fonction [22] se réduit à 0. 

Supposons maintenant que le covariant T soit tel que To- 
pération [21] faite sur T(a? + <»iî/) — (^'\'^^) soit proportion- 
nelle au produit même (a? + a4Î/)...(a?4-«^y)- Alors, si on ap- 
plique rintermutant [21] aux deux membres de Téquation 

on aura, par la comparaison des coefficients homologues et en 
observant que Topération sur la partie 2 se réduit à zéro en 
vertu du Lemme, les équations de condition suivantes 

. »{«— 1) , ^ 

aoa^-na,a^^j+-p2-a,a^j^-+...=^ao, 

i »(«— 1) , 

ao ^n^g^ ^ ' ^ ^n-i+ 1-2 ^ ^n — h... = ^a, , 
aoao — na,a|+~^T2-^a,a, . . . =Xa^ , 
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d'où, en éliminant Sq, ai, :.., a^, on aura Téquation 



a< 



a 



a. 



a. 



a^-hX 

n — n n+1 



a 



a — 



2X 



»-« n-l n «(«— 1) 



a — X 

n 






a 



A+l 



a 



fH-l 



a 



n-4-2 



a, 



2n— 2 



a. 



Sn-l 



a, 



2i» 



= 



Exemple. Soit n=3. Alors on aura 

/= Ao (iP+a,y)«+A|(^+aiy)«+A,(iP+ei8y)«+XT (a?+aiy) (ay+aïf) (â?+a»f ). 

Or, en posant 

(ao, a», a,, a^ïo?, i/)^^ (^+ «iV) (^+«»y) (^+asl/) , 

on trouve que le covariant T, propre à la solution, est Té- 
vectant de la forme (ao,a„aj,aJ[ir,î/)'(*), c*est-à-dire le co- 
variant N. 2 des tables, et la forme canonisante sera 





ao a, a^ 


a, X 




«1 «1 «3+3 


«4 




X 

«« «3 3 ^4 


«5 




«3+^ «4 «5 


a. 



= 0. 



(*) Pour le proQTer il sufSra, d*aprèi Salmon, de le Térifier lur la 
forme caDODique de la cubique, qui est 0:* + ^, dont rëTectant est afi — y*. 
Or dans ce cas le produit T(a?-f-aiyX*+«iy)(*+«iy)> ©u ap*— y*, deyient, 

après aToir subi Topëration ^ — ^, la même fonction qu^auparaTant, 

^+y^* Cela parce que le résultat est indépendant des transformations 
linéaires qui ramènent la forme canonique à la forme primitiTe, 
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EXEMPLE 2™«. Pour n=l, rintermutant devient 



( 



^d dy 



En rappliquant à Téquation 

on trouve que la 2™« partie donne 24(4aoa, — B}^)^x+a^y){x+a^y). 
Si nous posons x=2(4aoa, — a*i), les équations de condition 
fournies par Tintermutant en comparant les coefficients de 
^, ^§/, !/* seront 

aoa,— 2a4a,+a,ao=X'ao , 

^0^3 — 2aia»+a,ai=:X'a| , 

dg a^ — 2 ai a^-^ a, a,= x'a, , 

d^où Ton tire, en éliminant ao, a^ a,, ..., 



a. 



a, 



a,— X' 



Ûj X' ttg 



X' 



«1+2 ^« 



a. 



=0, 



c'est-à-dire la même équation canonisante de la forme quar- 
tique que nous avions trouvé au N. 65. 
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|3. 



Govariants considérés par rapport aux racines. 

1!94. Nous avons vu que les covariants d'une forme binaire 
satisfont aux deux équations aux dérivées partielles 

Or des équations 

^ effli ' ' da^ ' ' '»-i da^ da 



* dao 



+'"-')«.ê+- +''~è.r^"tr- <■'•"' 



que nous avons démontrées N. 83, il s'ensuit que les équations 
susdites prennent la forme 

On aura ainsi obtenu les équations aux dérivées partielles 
relatives aux covariants exprimés en fonction des racines. 
Soit, par exemple, le covariant 



(") On 80U8-entend que r est le degré du covariant par rapport aux 
coefficieAts et que «| = £o . 
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Posons pour un instant 

q> = 2A(a,-a.)* ; q> = 2B (a? — yaa)' - 
On aura évidemment 

en reportant les différentiations -™- seulement sur le facteur 
^ — y^zi et cela se répétant d'une manière analogue pour a^^o,, 
etc., il s'ensuit que pour chaque forme du covariant Topération 

d(x dy 

reproduira le covariant X2(a44-a, + a3 + oi4H-Œ5 + -") ; 
c'est à dire que pour le covariant cp'on aura pour le résultat 
de cette opération 2<(>5,. Or, comme dans notre cas r=2, il 
viendra 2q>^i — 25|q>=0, ce qu'il s'agissait de vérifier. 

195. Remarque. Il se présente dans la transformation de 
Tschimbaus une belle application des principes posés, due à 
M. Betti. A cet effet posons 

les équations [1], [2] deviennent 

[5] Xq> = , [6] Xj(p~r5,q) = 0C). 

Soit maintenant 

r(x,y) = (ao,a^, a,, ..., aj[œ,yf=0 

une forme binaire de degré n; et %(œ,y), 9i(^,y), "y^f(^,y) 
des covariants de cette forme d'ordre m et de degré r . 



{*) Lorsque q) est de de^é par rapport aux variables, ces deux 
équations reproduisent celles du N. 83 relatives aux invariants. 
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Posons 

ip (Z)=Z <Po (X, \)+Z^^ <Pi (co, 1) + 2''^<Pi(^,l)+...+<P,(û?,l)=0 . 

Supposons que Ton élimine œ entre ces deux équations, de 
sorte qu'on ait pour résultant 

e U) = Ao^s'** + A, ^j'**"^ + ... + A^= ; 

les coefficients A^, A|,...,A , qui seront des fonctions ra- 
tionnelles de x, seront tous des invariants de la forme donnée. 
En eflFet, puisque <P^(â?,î/) est un covariant, on aura 

si Ton applique les opérateurs X et Xi à i|i {z).y en consi- 
dérant z comme fonction de x en vertu de Téquation 
e (js) = , X et Xi se réduiront à 

Mais si par hypothèse \^{z) = n'a pas de racines égales, 
—3- ne pouvant pas s annuler, il faudra avoir 

X« = , X,(«) = 0, 
ce qui fournit les relations 

XA,=«, XA, = 0, XA,= 0, X,A^ = 0, 
X,A=0, X,A, = 0, X,A, = 0, X,A^ = 0, 

et par conséquent ces fonctions seront des invariants. 

15M. Les équations [l, 2] n'ont pas seulement lieu pour les 
covariants q), mais pour n'importe quelle fonction homogène 
de x^y. Ainsi on a encore généralement ce théorème. 

TnéoRÈME. Supposons que la fonction proposée soit mise 
sous la forme 

r(â?,y) = a(/r — ay)(a?— py) (a?— TV) .. ; 
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on aura 

'-^-' ^ dx ~ Ida^ d»^ dr ^ J» 

M ^ f-=-*/+«*-jf +^**^+T'f4-...(*.=«H-^4-T+...). 

DÉMONSTRATION. La première de ces équations est évidente. 
Pour la seconde, observons qu'on a 



œ f 



La?— ay x — ^y ^ a? — Tjr ^ J 



Mais généralement 



a? — oy '^iP — ay "*' ia ' 



donc 



Des relations remarquables [7, 8], qui ont lieu pour n'imiporte 
quelle fonction binaire, on déduit, eu égard aux équations [1,2] 
relatives aux covariants, une propriété nouvelle par rapport 
à ces covariants. En eflFet, si f est le covariant même <p, en 
appellant a' ces racines, on devra avoir, en comparant ensemble 
les équations [1] et [7], 

[9] 2-^=2 "^^ 



d^ da! 



I t 



[10] 2a'^+--.rs.<P=2a'*^-s'.<p[5', = a'-l-p' + ...] . 

* 

Exemple. Soit <p = a% 2 ( a— P)* (a? — Ty )* le cotariant de la 
forme cubique a^ (œ—ay) (a?— Pi/) (a?— tv) , et supposons 
que et' et p' soient les racines de <P=0; on aura 

<f q) j^ dtp d(p ^. dap y^ <f <p 

17 '^ W ~ ~d^ ■ 'df '^ 'W ' 



— 2iy- 

Généralement a' , 3' étant les racines d'un covariant <p du 
2* ordre, et et, , a, , a,, ..., a^ les racines de la forme donnée^ 
on aura cette relation remarquable : 



do' ' rfp' da ' rfOi ' (/oa ' •• • da^ 

m 

■*1. Au moyen des diflFérences des racines on peut écrire 
immédiatement un covariant. 
Posons ainsi 

fil] 

<P^ao2(a,-a,)*(a,-.a3)'(a8-aJ". . .(a?-a, yTiœ^-a^yYix^^^yY , 

m 

OÙ nous supposerons que les racines entrent toutes dans les 
facteurs (a, — a,)« , etc. et les facteurs (oo-^aj/)^ , etc. un même 
nombre de fois =r, et le degré =m par rapport aux va- 
riables; je di^ que cette fonction est un covariant. 
DÉMONSTRATION. En faisant la substitution 

x = pX + qY,y = i/X + q'Y 

dans la fonction 

/'0^,I/)==ao(^— «il/) (^— «il/) (x—a^y)..., 

on doit avoir par définition, en désignant par A,, A,, A,, ... les 
nouvelles racines, et par {â^) ce que devient le coefficient a^ et 
par M rindice du covariant : 

■ 

A^'a', 2 («,-«.)' (0,-0,)'... (x-a^yT (a;-a,v)*... 
= (««)' 2 (A.-A,)' (A,-A,)*... (X-A.Y)* (X-A.Y)*... 

Mais on a 



t > 



-220- 

donc le second membre deviendra 

ùT'^'" k)'"2 (a -a,)' (a^-a,)'... (a?-a,y)* (a?-a.y)*... 
divisé par le produit 

(l>--a,2/)•(p-a,pO'(p-«,P')'(i>-a8P')^..(p--«iP')*(p-<^l/)^.. 



Mais si les racines figurent toutes au même degré r , les 
facteurs jp— «ij/, 1>— et, j/ etc. entreront tous au même degré dans 

le diviseur. D'ailleurs (ao)=ao(P— «iP')(l>— <*tP')--=«o/'(Pil^: 
donc ce facteur, qui se trouve au dénominateur, sera détruit 
par le facteur («o)*^, qui se trouve au numérateur, et il ne 
restera plus qu'une fonction de la forme [11], ce qui démontre 
bien que la fonction proposée est un covariant. 

Si on appelle ai , a, , ag , ... les degrés auxquels monteront 
les racines at , a, , as •• dans le produit des différences, on 
devra avoir, pour que la condition proposée soit satisfaite : 

r = a| + ^ = ftt + ^ = ^8 + ^ ï oto. 
Par conséquent, si n est le nombre des racines il faudra que 

nr = a;+ft«+*^8+ ••• +/i + ^4-^ = 2fl' + '^; donc 
2a = nr — m ; d'autre part, comme au-dessous des exposants 

s , £ , u , figurent toujours des couples des racines, la somme 
Sa sera deux fois la somme 5 + ^ + u + ... = ^ , si ^ dé- 
signe l'indice du covariant; donc il faudra que 2^ = 2a, 

ft 9**— fM 

ou que 2^ = nX — m, \x = — x — comme l'on savait déjà. 
Remarque. Le premier terme en x^ aura pour coefBcient 
Co = 2 (tti— a,)*(at— a3)'(oi3— aj ... . Mais puisqu'il sera 
une fonction symétrique des différences des racines, il s'ensuit 
qu'il sera un péninvariant, ou qu'il satisfaira à l'équation 5=0, 
ou 2-7-^ = , comme nous l'avons déjà appris. 

an 

19S. Si n est doublement pair =4p, on aura un cova- 
riant, en supposant h un nombre pair : 
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Ce covariant sera d'ordre -^ et de de^é h. Ainsi la forme 
biquadratique aura un covariant du 4* ordre et du 2* degré dans 
les coefficients.. Les formes du 8* degré auront des covariants 
d'ordre nh et de degré h ; le plus simple sera éelui de degré 2 
et d'ordre 8. 
Supposons n=4p+2, ou =4p. Les expressions suivantes: 

<p=Z(ai— a,) (04—03) ...[0,^—0^+1) (a«p4-i*~*«) (^^^^^P+îy) —(^ï^«ny) » 
q)-Z(Oi— oi) (or-Os) ...(ojp^i— ojpj (o^— cii) (sf—Ofp+ijf^ -(a?— a«y) 

seront encore des covariants respectivement d'ordre nh et de 
degré 2h. l^our n = 6, le plus simple sera le covariant du 
12* ordre et du 4* degré. 

Pour n'importe quelle forme de degré n impair, ou aura un 
covariant dans l'expression : 

qui sera d'ordre et de degré h . 

La considération des covariants sous le rapport des racines 
présente une application heureuse aux résidus de Sturm. On 
sait, d'après Sylvestbr, que ces résidus peuvent être mis sous- 
la forme : 

S, = «'o2{o,-a,)«(a?-a,)(a?-a,)...(a?-aj 



et généralement: 

S^ = a,^''^^ 2 ir (o, a, ... o^) (a;-a^^j) (a?-a^^j) ... (^— a^) . 
Or, comme il a été démontré par Schbâmm (*), on peut 



(*) Annali di Matematica. Tom. I ^ 1867. 
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substituer à cette série celle qui est formée par les co- 

variants : 



et généralement : 



Ainsi rétude des covariants peut servir utilement au dé^ 
nombrement des racines réelles et imaginaires d'une équation 
donnée. 
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«4. 



Propriétés diverses des oovariants. 



%99. Théorè&ie. Un invariant d^un covariant est un 
invariant de la forme. 

En eflFet <P-=(Co, c,, c,, ...ïo?, y)"* étant le covariant, et I 
désignant un invariant de <p , et Go , C| , ... les coefSicients 
de la transformée de <p, on^ura: 

I(Co,C„ ..., C ) = A^ I (Co , c„ ..., cj. 



m' 



Mais par définition (N. 105) les coeiScients C^ , C| , ... ne dif- 
fèrent de Co , c« , ... que par des puissances de A ; donc en 
les remplaçant les uns par leurs expressions eu A , les autres 
par leurs expressions en a , on aura : 

I ( Ao , A, , A, , .. . , A^) = A** I (tto , a. , . . . , a^) . 

On démontrera de m@me ce 

Théorème. Tout covariant d^un covariant est un invariant 
de la forme. 

130. Théobibme. Soient <p(x,y), V(a?,y) deux covariants 
de la forine f ; le déterminant 



[1] 



dx 



d<p 



sera aussi un covariant de la forme f . 
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DEMONSTRATION. En effet désignons par 0(X,Y), V(X,T) 
les transformées de <p , i|i par la substitution linéaire : 



[2] 






En vertu des équations: 



[3] 






auxquelles satisfont les covariants proposés, il viendra: 



d<t> 





dX ~~ 




d<t> 


[4] 


dX " 




dX " 




^ 




dX ~ 


d'où r 


on tirera : 




d^ d^ 


[5] 


dX dX 




dX dX 






=-- (PÇf—P'Q) 



^-?-V^.l 



dip 
dx 

d^ 
dx 



'dp 



Exemple l**". Du covariant du 2* et du 3* ordre de la forme 
du 5* degré on déduit un covariant du 3* ordre et du degré 5 
par rapport aux coefflcients. 

Si on pose le premier =Aa?*+2Ba72/ + C2/*, 



et le second =Dâ::^ + 3Ea?*î/ + 3Fa^' + Hy«, 
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on aura le nouveau covariant 

A^ + Bf/ Bœ + Cy 

de sorte que le coefiBicient de oc^ , par exemple, sera 

2 (ae — Ud + 3c*) (acf— ade — ôy+ &ce + W — cM) 
— 3(«r— 3&e + 2cd) (ace — ad* — 6*e + 2&cd — c») . 

On vérifiera aisément que cette expression se réduit bien au 
coefficient indiqué par les tables, au signe près. 

Exemple 2. Si on appelle Px -f- Qi/, le covariant linéaire de 5* 
degré dans les coefficients (N®8 des tables), La?* -J- Mo^y + Ny*, 
le covariant du 2* ordre et du 2* degré, le Jacobien donnera 
un covariant 

2Lx + My, Ma? + 2N|/ 



P, Q 



=a?(2LQ— MP)+y(MQ— 2NP) , 



qui sera aussi linéaire et du 7* degré dans les coefficients, que 
nous appellerons Vx-\-Qfy . 

De môme le déterminant ou le Jacobien de Pa?4-Qy, Fâ?-f (J'y, 
ou PQ'— FQ, donnera un invariant de 12* degré égal à 

P (MQ-2NP)— Q (2LQ-MP)=— 2 (LQ* — MPQ+ NP*) ; 
de sorte que, si Ton pose 

LQ*-MPQi.NP*=(L,M,N5Q,-P)* = -I,., 
on aura PCy — FQ = 2I„ . 

131 • Théorème. Le déterminant 

[6] ''-luX^liFli^^^^^ ^ 

est un covariant. 



(*) Le produit entre parenthèses désigne celui des termes de la diagonale 
du déterminant. 

Paà db Broko, ThiorU dê$ formés binairêi. 15 
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DiuoNSTBATioN. Pour le démontrer, nous ferons voir que la 
transformée de ce déterminant se reproduit. Observons à cet 
effet qu^en transformant la fonction f par la substitution [2] 
et en supposant r -|- s = m , on a 



m 






en désignant par { ,1' , des fonctions déterminées 

des coefficients p^qjP\çf de la substitution. 
On trouvera facilement (*) pour leurs valeurs 



r 8 



w **'**— ^'•-* ^. » I r—l.. $-1 , «{«—1) r I 



<r, 



[8] 









r.8 



Par conséquent, si Ton appelle L le déterminant 



[9] L = 



«1,0 



V 



«1,0 



i" 



mfi 



l 



(m) 



l 



n^— 1,1 



l 



«1^2,8 



V Z" 

m-l,l «1-1,1 

m— 2,2 m--2,2 



« 



/ 



«1,0 

(m) 
m— 1,1 

(m) 



Z 



O.m 



i' 



0,«i 



i" 



0,m 



0,m 



(*) Il sufSt de voir que 



{" 



dy 



..+''irr(«é+«-^)V- 
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€t H le déterminant 



=S(± 



/"/ 



rf*"/ 



d*"/ 






[10] H 

on aura d'abord, en vertu des équations [7], par lesquelles on 
remplacera dans H les dérivées en X, Y par celles en â? , y, et en 
vertu d'un théorème connu de la théorie des déterminants, 

[11] H = LA (•). 



(*] Pour mieux faire comprendre cette première partie da thëoràme 
nous ajouterons ici un exemple. En te rappellant que 

d d , , d 



rfY 



= « 






on a 



<i*o1k ëTidemment 



dX^da^ 

d' 

dXdYda^ 

d* 



dX dy^ 



dX*dœdp 

d' 

dXdYdxdp 

dY*dwdf 
d^ 
dœ* 






da^dy 






dX^d^ 

d' 

dXdYdy^ 

d' 

dY*dy^ 

d' 

dt^dy 

dœ*dy* 



d* 



da^dy* dxdy* 



dx^dy* 

d^ 
dxdy^ 
d' 
. dt 



d' 



da^dy 

da^dy^ 
d* 



dx^dy* dxdy 



dx*dy* 

d* 
dxdy^ 

AL 

dy' 



-228- 
£n appelant ensuite P le déterminant 

p=y f+^ . ^/ ^/\ 

ou le transformée de A , 
on aura pareillement P = LH (•), 
d'où enfin 

[12] P = L*A. 

Il ne s'agit plus que de démontrer que L est une puissance 
de pq' — pIq . 
Posons à cet effet, pour abréger, dans les équations [8], 

^ = a , -^ = ô , et en général *"** = af^ , 

d'où, par exemple, a^^ = 1 , a'^^ ^ura-^-sby 

a\='^a* + rsal, + *J^,*; 

a^'^ sera une fonction entière de 'a et de &. Divisons ensuite 
dans le déterminant L les éléments de la première ligne par 
p*, ceux de la seconde par p"*" ç, ...., et ceux de la dernière 
par q^; on aura 

m(m4l) m(m-Kl) 

T 2 « A 

L=p g A^, 

en désignant par A le déterminant formé par les a 

comme L est formé par les l 

Si maintenant dans le déterminant A_ on soustrait les élé- 

fil 

ments d'une ligne de celle qui précède, toutes les lignes excepté 
la première seront divisibles par a — b . Eu effet, posons 
-^ = A , ~ = B ; on aura en vertu des équations [2], [7], 

a<;^ =((B'))(A + aBr(A + &B)*= -^[(A+aBnA+ôB)'! . 

dB L J 

{*) On reconnaîtra aisément que l'on passe de la transformée P de A 
en la fonction A par deux transformations successives de dérivées d'ordre 
m en X , Y en celles de même ordre m ^ x y y . 






Par conséquent, 

«::!.-«!1m..=^[<^-+^b)'(^-hib)']-;^[(a+«b)'-\a+&b)-] 

rr(A+aB)''~V4^B)U+aB-A— 6B)1=:(o-6)-^(A-|-aB)'"~\A-|-éB)*Bl 



Mais comme 






M) 



(0 _ 



.(•-i) 



il viendra a^'' — a'*' , ,= (a — &) a' ,' (•) . 

De plus, les éléments de la première colonne seront tous 
égaux à zéro, sauf le premier élément qui sera Tunité : il 
â'ensuit que 



A^ = (&-ar 



1 a' 



m-1,0 



a' 



m~i,l 



a 



111-1,0 



a 



(m-l) 
«1-2,1 



a' 



0,m-l 



a 



0,m— 1 



A„=(&-arA_, ; d'où k^={l>-a) 



m(m-t-l) 



et, en substituant, 



m(m+l) 



(*] En ob8ei*vant que 



r--5 , «-+-1 



on aura, par exemple, 

a .—a , ,=0, a' .— a' , ,=a— 6, 
^i" —a" , ,=(a— ô)a' , ,a'" —a'" , ,=(a— ftla" , . 

r,« ^ r-l,«-»-l ^ *^'**r— !,«' r,* r-l,s-t-l ^ *^' ^ r-1,* 
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Âlors réquation [12] fournira enfin la relation 

m(tiM>l) 

[13] V = (pçf-P'Q) * A, 

ce qui achève de démontrer que le déterminant A est on 

covariant. 
On aura simplement un invariant de la forme /*, si m = ^ * 
DSns ce cas, en supposant n pair, les fonctions A seront 

des invariants d'ordre -x- 4~ ^ ? 4^® Sylvbstbb appelle cata- 

lecticants. 
Ainsi, par exemple, pour n=4 il viendra 



A,= 



d* 


d* 


dœ* 


da^dy 


rf* 


d' 


da^dy 


dw^dy* 


d* ' 


d* 



rf* 



dai^dy* 

d* 
dxd^ 

d* 



r= 



a, 



«1 
a. 



«1 



da^dy^ dœd^ dy* 

tandis que, pour n = 5, il viendra le covariant 

qui, égalera zéro, n'est autre chose que Téquation canonisante 
de la forme quintique (•). 



(*) On peut 8*611 rendre compte dans mon Mémoire (Liouville, 1855). 
Mais le procédé de M. Catlbt est bien plus rapide. 
Selon ce célèbre géomètre il suffit d^observer qu*on a identiqaement : 



y^ , 











aX'\-hy , hX'\-cy , cx-^-dy 
bx-^-cy , cx+dy , dx+ey 
cx-^-dy , dx+ey 



y^ — y'a? yx^ — x^ 
abc d 
b c d e 
c d e f 



10 

« y 0- 

a; y 

(C y 



ex+fy 

où le premier déterminant du second membi*e n^est autre chose que le 
premier membre de Téquation canonisante. 
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Remâbqcb. S'il était démontré a priori que le catalecticant 



«0 tti a, 
a^ a, a, 

0, ttg ^4 



est un invariant, alors pour démontrer le théorème susdit, il 
suffirait d'observer que la fonction [6] est précisément le ca- 
talecticant d'un émanant , et que par conséquent il est un 
co variant de la forme. 

189. THéoRBMB. Soit <p(x,y) un covariant de degré n— 2 
de la forme f (x,y); les coefficients de la transformée en z, 
qu'on peut obtenir de Véquation f(x, 1) =0 en y posant 



[14] 



<p(ay.l) 



seront tous des invariants de f (x,y) (•). 
DéMONSTBATioN. Considérous les deux équations homogènes 



[15] 



f(x,v) = Q, 
df 



d» 



-V"P(a;,v)=0, 



ou celles oi, qui leur sont 'équivalentes , 



■ i-4^ + ajq){a;,y)=0, (••) 



[16] 



dy 

IL 
dx 



- !/<P (cc,y) = . 



(*} Ce théorème a éiè donné pour la première fois par M. Hsiuim dans 
un magnifique Mémoire sur l'équation du 5* degré (C. Rendus) i865. 

(**) 11 suffit de multiplier la première par y et la seconde par x 
et d'additionner, pour s'en convaincre. 
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Si on les transforme par la substitution [2]; elles deviendront 

y-||- + X<D(X,Y) = 0, 

[17] <: 

( a'^-Y<D(X,Y)=0 . 
Mais par les équations de substitution on obtient 

dX ^ d» ^^ dy ' dY ^ dtt ^^ dff ' 

et alors les équations [17] , en y remplaçant (X,Y) par 
(pçf —p'q)^'p{œ,y)., deviendront 

i «'(î-£-+«'-^)+X{l>8'-î/3)'*«P(a;,y)=0, 
[18] 

d'où, en multipliant la première par q , la seconde par ^ , 
et en retranchant, on déduit 

z\pq'-v'q) -^ - toX + gT) [p q'-p'qf q> (œ,y) = , 

ou, en vertu des équations [2] , 

z''^ — y(pq — p'qf''^fp(œ,y) = ; 

si au contraire on multiplie la première par p, le seconde par p', 
il vient 

'z'-^+x( pq'-p'qf'^ q> (œ,y) = . 

Par conséquent, d'après les équations [16], comme on aurait 
z'=z{pq'—p'q)^''^j on voit ^ien que la fonction js a la pro- 
priété de se reproduire à une puissance près du déterminant 
de la substitution. 
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Observons maintenant qu'en se rappelant oe que nous avons 
dit sur les résultants, Téquation en i , en posant pour le 
moment q> (œ^ 1 ) = M^. , sera 

c'est-à-dire, en appelant A le discriminant fM f (a^) ... , 

,-+ ^ ,-«+ ^ ,»-+ 4.^=0, 

où le terme en z**" manque, nar une propriété connue de 

« Ml M* I Ma 

la somme _ + _ + _+ 

Remplaçons maintenant z par — ; — ; cette équation 

deviendra iP9—PQ) 

Or les quantités A', F, ..., K' sont évidemment des fonctions 
entières des coefficients a^^ a, , a, , ... de la forme proposée; 
d'ailleurs, en vertu de la dernière équation, ils doivent se re- 
produire à un âLcteur près si Ton transformait directement 
réquation en z ; par la substitution [2] ; donc ce seront des 
invariants. 

Notons que le théorème ci-dessus ne commence à être appli- 
cable qu'à partir du 5* degré; car pour n=4, n = 3 , il 
n'existe pas de covariant d'ordre 4 — 2 = 2, 3 — 2=1. 
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Nomlire de oovarlante fondamentemc 
d'une forme donnée- 



ISS. D'après les théorèmes exposés aux N* 109-114 il est 
aisé de voir que tout covariaut est déterminé dès qa^on en fixe 
Tordre et le degré, et que Ton trouve son premier ooefflcient 
d'après. la première équation [10] N* 109. Par cette raison on 
appelle son premier coefficient la source du covariant. Comme 
nous avons déjà observé pour les invariants, cette équation, 
où le poids est devenu p — 1 , laissera autant de coefiicients 
indéterminés qu'il y a d'unités dans la différence entre le 
nombre des termes d'une fonction de degré r et de poids p 
et une autre de degré r mais de poids p—li composée avec 

les coefficients de la forme Aqi ^i a, « a^. Par conséquent en 

exprimant comme avant N"* 88 par C (p, r, n) le nombre de ma- 
nières de composer un nombre i? avec des éléments 0, 1, 2,...n 
choisis r k r même avec répétitions, le nombre des covariants 
indépendants ou asyzygétiques (*) de degré r dans les coeffi- 
cients est exprimé par la formule 

C (p, r, n) = C (/?, r, n) — C (p — 1, r, n) 

OÙ p = — 2 — • Si l'on veut savoir combien il y en a de 
degré r pour tous les ordres m depuis m=0 jusqu'à mrzznr, 
il faudra faire la somme de toutes les valeurs de C (p^ r^ n) 

(*) Cette déoomi Dation introduite par Sjlvester signifie que les fon- 
ctions dont il 8*agit ne sont liées entr*elles par aucune relation. 
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pour ces diverses valeurs de m . Cela posé, si Ton suppose 
d'abord nr pair, on aura pour C cette suite de valeurs: 

m = 0, c(Ç,r,n)-c(Ç-l,r,n], 

/^^ \ tmm \ I dont la somme est 

m = 2, c(^^-l.r,n)-c(|!:-2,r,«),f j^^^^^^ 

./n = nr — 4, G (2, r, n) — C (1, r^n)^ 
m = nr — 2, C(l, r, n), 

Pareillement, si nr est impair, on obtiendra pour cette somme 
C [ 7^ i^j^) • ^ûc C5e nombre, pour toutes les valeurs 
de nr paires ou impaires, sera (*): 

[1] c(Ç,r,n) + c(î^,r,n), 

puisque Tune des deux parties s'évanouit selon que nr est 
impair ou pair. 

■SI. Exemples. Supposons n = 2 . Il faudra alors cher- 
cher C (r, r, 2) et comme C (r, r, 2) = C (r, 2, r) , on aura : 

c (r, 2. r) = (ta; » ^ ^^_^^ ^^,^^ = ix > (t,^)^^.^) • 
Passons maintenant à n = 3. On aura alors à calculer 

On aura d'abord 

ou bien, en changeant x en œ*. 

On peut réduire la recherche de (Co; J) à celle de (f^x^Tt , en 
observant qu'on a identiquement 



( *) V. Catixt*8 Second memoir on çuayiCtci— Philosophieal tranf actions. V. 145 (1866). 



-236 — 

d'Où 

(l-a^)(l-a^)(l-a^)"" (1 -«•)«(!-«•*) 
En négligeant dans le numérateur tous les termes dont les 
exposants ne sont pas multiples de 3 on aura évidemment: 

Quant à Tautre partie du second membre, elle se réduira à 
too )) i\^^\\ii^gA \ • Donc les deux ensemble nous donneront 

C ( -^ , r , 3 ) = ((a; » ^y^^y^^^^^ • 

On trouvera pareillement C (|^ , r , 3] = «a?*"}) ^^^^^^—^ ; 
d'où l'on déduit pour n'importe quelle valeur de r, le 
nombre cherché | ^_^j^,_ , | . Mais en observant qu'on a 

(L+o?) (1 4-a;5) = -II— - "" ^ , on trouvera que le nombre 
des covariants asyzygétiques de degré correspondants à la 
forme cubique est représenté par la formule: 



\—sfi 



^^^ ^^ ^^ (l-ip)(l-a?»)(l-a^)(l-ip*) ' 

d'où il résulte qu'il y a par rapport aux facteurs 1 — a?, 1 — a^^ 
1 — cc^^ 1 — ^a?*, quatre covariants irréductibles respectivement: 
le covariant de degré 1, ou la forme elle même (u); le co- 
variant de degré 2 et d'ordre 2 (C,) ; le covariant de 3* degré 
et d'ordre 3 (Cj) ; le discriminant qui est de 4« degré A- Ces 
fonctions à cause du terme cc^ sont reliées entr'elles par une 
relation identique, ou syzygie, du degré 6 entre les covariants 
irréductibles. On trouve en effet (N" 136) : 

(C3r-Au* + 4(C,)»=0. 
■85. Pour n = 4 la formule [1] se réduit simplement à 



C(2r r 4)-C(2r 4 r) - (Cr^) (l-^^"')a-^^"'Xl-^^"'''(l-. 



«'**) 



= «^^) n ^., J, ^.n -^-g^")) ^^1+* + ^' + '^ 



(l-a;)(l— a!»)(l-«')(l— ««) '""" " (l-a;)(l— as»)!!— a!»)(l— ««) ' 
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En observant que 



1 l+a? + «» + fl?* 



et en négligeant dans le numérateur les termes en x ^ofi^ la 
première partie du second membre se réduit à 



(l—a?«)«Cl-^) (!-«*) (1— a?)«(l— a?*)(l-a?') ' 

Par conséquent les deux parties ensemble donneront 

C(2r,r,4) = ((..-)) ,^_^;-^ + ^;_^^ . 

Si l'on réfléchit que l-a;+a;«=^= „ ^"f, . = '!"^!!!"l! 
Il Tiendra encore 

Par conséquent les covariants de la forme biquadratique seront 
cinq : un de 1*' degré, qui sera la forme elle même (u) ; le second 
rinvariant I, de second degré, ou en d'autres termes, le cova- 
riant de degré 2 et d'ordre 0; le 3»« le covariant de second 
degré et d'ordre 4 (v)\ le 4"* l'invariant I, de 3« degré; le 5-» 
le covariant de 3« degré et d'ordre 6 (<P). Tous les autres cova- 
riants de degré r, puisque on aura toujours d'après la formule 
ci dessus 

r = a + 2& + 2c + 3d + 3e , 

seront fonctions de ces 5 covariants. Seulement à cause du 
terme — a;" du numérateur qui diminue d'une unité le nombre 
des covariants irréductibles de degré 6, ces covariants seront 
liés entr'eux par une équation de 6* degré, à savoir (V. N* 137) 

En poursuivant la même voie de calcul pour les formes d'ordre 
5, 6, etc., M. Gayley dans le Mémoire cité avait cru un instant 
que à partir de la forme quintique le nombre des covariants fon- 
damentaux était illimité, tandis qu'il est limité pour les formes 



cubique et biquadratique, comme nous venons de voir d'après 
lui. Mais M. Oordan et Clebsch ont trouvé dernièrement par 
d'autres méthodes que ce nombre est au contraire fini. Exposer 
leurs recherches ici ce serait dépasser les limites du cadre res- 
treint de Touvrage; c'est pourquoi nous nous contenterons de 
donner ici la note des covariants pour les formes quintique et 
sextique, que M. Clebsch fixe à 23 pour la forme quintique, et à 
26 pour la forme sextique, à savoir 
Pour la forme quintique 
d'ordrb db dboré 
4 4, 8, 12, 18 ce sont les invariants fondamentaux; 
4 1 5, 7, 11, 13 ce sont les covariants linéaires; 
3 2 2, 6, 8 
3 3 3, 5, 9 

2 4 4, 6 

3 5 5, 3, 7 
2 6 2, 4 
1 7 5 
19 3 

Pour la forme sextique on a 

D*ORDRB DB DEGRÉ 



le premier est la forme même. 



6 
6 
5 
6 
3 
1 
1 





2 

4 

6 

8 

10 

12 



2, 4, 6, 10, 15 
3,5,7,8,10,12 
2, 4, 5, 7, 9 

1, 3, 4, 6, 6 

2, 3, 5 
4 

3 



ce sont les invariants fondamentaux; 



le premier est la forme même. -- 
Deux de môme degré. 



Ceux qui voudront approfondir la question, pourront con- 
sulter l'ouvrage de Clebsch, Théorie der binàren formen, et 
ses Mémoires insérés dans le Journal de Crelle. 
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8 IV. 



Applioations. 



188. La notion des oovariants conduit à des résultats inté- 
ressants par rapport aux formes cubique et biquadratique. C'est 
ce que nous nous proposons d'exposer maintenant. 

Soit la forme cubique réduite à la forme canonique 

le covariant quadratique se réduira alors à C^=zlmœy^ et le 
covariant cubique à C,= im (to;*— mt/*). 
Or il est aisé de trouver que 

Comme dans notre cas le discriminant A ou Tinvariant fonda- 
mental de la cubique se réduit à l*m*^ il viendra, en mul- 
tipliant par 2Vn'. 

ou CS+4C% = Att«, 

relation trouvée par Cayley. En écrivant cett« notation ainsi 

J(C«,-Au«)=-C«., 
on voit que les fonctions 

|(C, + ti|/Â) , ^(C3~u|/Â). 

doivent être des cubes. Par conséquent, la racine cubique de 
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chacune de ces expressions doit être une fonction linéaire de 
X, y. Il en sera de même de Texpression 

3 3 

^i (C.+ M k^) - [/^ (C.- « ^/Z) ; • 

et comme elle se réduit à pour u = 0, il s^ensuit qu'elle 
contiendra en facteur un des facteurs de la forme cubique, 
puisqu'elle devra s'évanouir avec cette forme. M. Cayley a 
trouvé qu'on a, en appelant a, p, t les 3 racines, et p une 
racine cubique imaginaire de l'unité 

3 S 

[/|(C3+til/Â)-j/i (C3-U l/Â)=|a(p-p«)0-T)(a?-ay). 

■89. Posons pour la forme biquadratique 

[1] u = a^+6Ta?V+y* ; 

le second membre représentant sa forme canonique. Rappelons- 
nous (N** 81) qu'on a 1,=1+3t*, I3=t(1--t*), A=(1— 9t*)*. 
Gela posé, on trouvera aisément que, à un coefficient numérique 
près, les qovariants N*" 1 , 2 des Tables, à savoir les covariants 
de 4* et de €• ordre, deviennent respectivement 

12] v = rœ*+ (1 — 3t*) ^V+Ty*, 

[3] q> = |/Âa;y(a?*— y*). 

Cette dernière équation élevée au carré donne 

ou bieuy en vertu des équations [1] et [2], et en posant a?*y'=f, 

[4] A^(u — 6t^— .20(u — 6t^ + 2<) = <P*. 

Mais par la formule [2] on a 

15] t? = TU + l/A^, 

et alors le premier membre [4] se transforme ainsi 

i5=?^[_tt (l/Â -f-2T(l+3T)-2(l+3T)»] ["u(i/Â-2t(1-3t)+2(1— 3T)r 
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et, en remarquant que (1 — 3T)(l + 3Y)=t/Â, il viendra 

[61 (e?-Ta)[u(l-T)-2(?][«(l + T)+2(7] = q)«. 

En développant et en ayant égard aux valeurs de I,, I,, on trouve 

171 I,u» — Uu*v + 4o» = <p\ 

relation remarquable donnée par Gayley/qui lie ensemble les 
invariants et co variants fondamentaux de la forme biquadra- 
tique (•). 

Remarque. En reduissant ces fonctions à leur premiers 
termes, ou, autrement, en comparant les termes en o?^', et 
en posant k = ac — &* , B = a*d — Sabc + 2à^ , qui sont les 
sources des covariants t? et q>, on aura d'une façon très- 
aisée cette relation déjà signalée par Roberts 

B* = 4A» — aM,A + aM,. 

Formouït de même THessien de Vj ou THessien de THessien, 
que nous appellerons V; on aura 

6Ta?*4- (1 — 3t*) y* 2 (1 — 3t«) œy 

2 ( 1 - 3t') icî/ 6Ti/» + (1 — 3y*) a?» 

= 6t a - 3t*) la?*+ i/*) + [36t* - 3 (1 — 3t*)*] a?V ; 
et après quelques transformations faciles (*^) , 



^= 



(*) Notons en passant que rinvaiîant qnadratique de 9 est 7 A . 
Si Ton pose u=.2u\ Téquation [7J devient 

-■■[-'-■-j^(j)"j=(i)'- 

Or en posant — = X, la quantité entra parenthèses est prëcisément le 

premier membi'e de r'quation canonique [39], N** 65. 
{**} Il suffira de partir de cette première transformation 

^Vz::CTlf-18T"P+[l8TMl-3T')-3\l-3TT]«y , 
et d^avoir égard à Péquation [51. 

Notons en passant que, si Ton prend Tinyariant de Témanant I ^' ^ - "^y^ ] 
de u et 0, on tmuve successivement 

Paà du Biiu:<o — Théorie des formés binaires. 16 
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^V = 9(T-T»)u-3(l+3T»)ty. 

ou enfin 

[9] V = 36 1,u — 121,1?. 

Par conséquent THessien de THessien est une fonction li- 
néaire de la forme, de THessien et des deux invariants fon- 
damentaux. 

■8S, Observons maintenant qu'en posant — = X, on tire 
de l'équation [7] X' — Xl» + 2l3=^^ ; et par conséquent si 
nous appelions X', V\ X" les 3 racines de Téquation canoni- 
sante (39, N' 65) on aura 

(^_,)(f-x")(f-r)=^, ou 

m ^=(»-iv»)(»-ix"„)(„-ix-„). 

Puisque q>^ est le carré d'une fonction sextique, il s^ensnit 
que chacun des trois facteurs du second membre de la forme 
v — \u doit être un carré d'une fonction quadratique (*). En les 
appelant v*^ , <p*, , 9*3 , il faudra que l'on ait 



t?— - Vu =q>\, 
110] { r-|x"w = <p%, 



1 
2 



v--'^y"u=<p\. 



d'où <P = 2(Pi<Ptq>s • 



s 



Or le second membre [8]' devient d'abord (1 — 6y* — 27^*) a?'y' -|- 4y'u, et 
en observant que 1 — 6t' — ITy* — (1 -f- 3f*) (1 — Of*), on sera amené 
facilement au résultat que voici: 

Pour le second membre [9]' on trouve 

27 hl\ W - (27 . 12 1*3- 3 1\) Vy 

d*où Ton voit comment ces covariants dépendent toujours des covariants 
fondamentaux. 

(♦) On verra bientôt qu'il existe une fonction linéaire de qpj, <p,, tp^^ 
laquelle est un carré d'un facteur linéaire de u. 
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Or, du momeDt qu*on sait qu'une fonction biquadratique est un 
carré, sa racine se trouve facilement par des procédés simples 
d'algèbre ; ainsi les seconds membres deviendront tout sim- 
plement des fonctions quadratiques. D'autre part, comme on 
déduit de ces équations 

w = ^>_j^> 7— = ^Tz:^^, (<Pi — <P«) (<Pi+ V,) , 

[11] u = —^rZx'~ — v_v" (^*"" ^«' (^»+ ^»' ' 

.2(<pS-q)S)__2_, w , ^. 

le problème de la décomposition de la fonction biquadratique 
en deux fonctions quadratiques se trouverait résolu. Mais 
comme la réduction de v — -r\u à sa racine serait très-pénible, 
nous croyons plus utile d'attaquer directement la question. 

Supposons donc que la forme biquadratique soit décomposée 
en deux facteurs linéaires, de la manière suivante, 

[12] r=(aa?»-f2PJi/ + Ty*) (a'x^+2»'œy + 'xY) . 

En comparant les coefficients homologues, on aura 

[13] 2a,= ap'+a'p, 2a3=pT'+Tr, 

Introduisons une quantité auxiliaire X, de sorte que 
[14] aT'+a'T = 2a,+ 2X , d'où pp'=a,— ^ ; 

et combinons les six équations ainsi 

[15] V 2/ \ 2/ 

2a,+2X=raT'4-a'T , 2a, = aP'-f a'P , 2a,=:pT' + TP' . 
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Les quantités or' ) a y ; ap' , o'p ; Pt' 9 irff' seront les racines 
successivemeot des équations 

tt'— (2a, 4-2Mw + «0^4=0 » 

to* — 2a3U? -f" ^4 (^«'~ 2) ^^® • 
D'ailleurs on a identiquement 



[16] 



2a. 



[17] 



aa'+a'a pa'+ap Ta'+ï'a 
ap'+a'p pp'+P'P tP' + tP 

ar'+u'T Pt'+tP' tt'+t't 



a a' 
P P' 
T T' 



of a 
p» p 
r T 



et par conséquent, comme le premier déterminant s'annulera, 
il viendra, en remplaçant les éléments par leurs valeurs et 
en divisant par 8 , 



[18] 



a, 



a. 



a, 



a^+\ 



^•""2 ^^ 



= 0, 



[19] 



1 "t 

m 

ce qui est précisément la canonisante [39] du N. 65. 

A Taide des équations [15] on peut arriver rapidement et élé- 
gamment à la décomposition cherch^^e. En effet, en posant 

a^' = u^ , ap'=t^ , Pt'=U7i , 
a'T = M, , a'(i = v^ , P'T=U7t , 

on a 

aj= (aa'+ 2pa'^y + Ta'y') (a'aa?*+ 2p'aa?y-f-T'ay*) , 
ou 

|20| aj= (aoa?'+ i\xy -f u^y^) (a^x^+ 2v,xy + u,y*) . 
De même, 
[21] 
(a, - |)/'=(t%a;»+2(a,~|)a7y+i^,y»)(t?,^*+2(a,-|)a?y4-U7,^^^ 

[221 aJ=(u^x^'\-2io^œj^aj/*)(u^œ*'}-2w^y-{-aj^'^) . 
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Â Taide des relations [15] et [19], les valeurs de U|,u,, etc., 
se détermineront aiusi qu'il suit : 

tt, , u, = a,+ x±|/(a,4-x)«— aoa^, 
(23) ^, , ^t= û, ± j/a\ — ao («s— 1)\ 

où X désignera Tune des racines de la canonisante (*) 

s s 

^'i = -)/l3+i-{p-p')A-|/l3-I(p-p«)A/"' 
t24] X"=p[/l3+~(P-P')A-p«|/l3-i(P-P*)A, 
X-=-p*j/l,+ ^(p-p«)A + pj/l3-i(p-p»)A, 

dont les expressions se déduiront des formules N* 63, A étant 
le discriminant de la forme f. 

La forme f se trouvera ainsi par une méthode nouvelle décom- 
posée de trois manières diGTérent s en deux facteurs quadrati- 
ques. En égalant chacun d'eux à zéro, on déterminera les 
racines de Téquation de quatrième degré. 



(*) Il est bien remarquable qae toutes les (^qaations cabîqaes refol- 
▼antes, auxquelles on est conduit par les diverses méthodes de résolution 
de Téquation biquadratique données par Ferrari^ Simpson, Euier, Des- 
cartes, Lagrange peuvent être ramenées par des transformations faciles 
à une seule équation cubique, la canonisante, qui ne dépend que des deux 
invariants foudamentaux.(Voir une note de Ball, Quarttrly Journal^ t. 7.) 

j I i/ 3 1 |/ 3 

(••; En observant que p = — -~ '— , p* -=. , p— p*=y — 3, 

on a ici partout r- (p — p') au lieu de — -"^ — 1 que fournirait la for- 

^ 3/3 

mule (N. 63), avec l'avantage de ii*avoir qu'une seule imagioaire. 



— 246- 

■80, Revenons à Téquation [8]. 

Puisque — =x', X", X'", et que par Téquation [6] les racines 

du !•' membre égalé à zéro seraient t , -g-^ » 5-^ > il 

s'ensuit, en supposant que t ait été exprimé en fonction de 
If > I3 ) que les racines de la canonisante seront 

[25] X'=2t , X"=l — T , x'"= — (1+t) . 
On peut confirmer ce résultat d'une autre façon; car en vertu 
des équations I,= 14- 3t' , l8=T — T*, on tire facilement 

4t'-tI,+ I3=0. 
Il suit qu'en remplaçant I, , I3 par leurs valeurs , t sera 
une racine de l'équation 4^'— n, + la = 0, ou 
[26] 4^»-M1+3tM4-t(1 — T') = 0. 

Mais si t est déjà une racine, les deux autres résulteront par 

des opérations algébriques faciles, ^,== J^ » <, = -ÇÏ . 

« 2 

D'ailleurs l'équation canonisante [9] coincide avec la [26], 
en posant \=:2t ; ce qui vérifie les valeurs [25]. 

Au moyen de ces valeurs et en suivant M. Cayley on peut faire 
voir quelasomme^- (V-X") cp,+|- X'"-X') 9, +|-(X''— X''')qp,. on 

[27] 

111 

est un carré parfait et que sa racine est un des facteurs de 
la biquadratique. Ea effet on a par les relations (24), (5), et (2) 

et en remplaçant X' — V, x"— X'", X'— V" par leurs valeurs, 
Texpression ci-dessus deviendra 



D'ailleurs^expression[27] s'évanouitavec u; donc sa racine 
carrée qui est linéaire sera bien une racine de l'équation bi- 
quadratique, ce qui fournira une novelle méthode de résolution 
des équations de 4* degré. 

i40. La relation [7] N' 137 conduit, d'après M. Hermite (•), 
à une application intéressante aux fonctions elliptiques. En 
effet elle peut se mettre sous la forme 

i/^î)-'."(i)+'.=*'/«- 

Posons y = 1 , et 

Selon le principe établi par lacobi (**) pour la transformation des 
intégrales elliptiques, on aura, en désignant par ^ une constante 
et par x la variable indépendante, 

I dz I dx 

J 1/4^-1,^ + 13"" J V(a,b,e,d,ela,\)^' 

Mais comme on peut encore poser z = z' ^ il s'ensuit qu'en 
appelant p, 11' les constantes 4 ^ , ^ î^» , on aura 

da , \ __d^__ 

l/(a,^c,i,fïa?J)* ** J i/pz'^-^z' + l ' 

Ainsi l'intégrale elliptique la plus générale est réduite à 
ne dépendre que d'une intégrale à un seul paramètre (p), et cela 
indépendamment de toute transformation linéaire puisque p est 
un invariant absolu, 

141. Application à la recherche des co variants de la forme 
de 6« degré. 

D'après la formule ^ = — - — les covariants seront tous 
d'ordre pair. Il est facile d'ailleurs de constater que le covariant 

(*) Hrrmitk — Sur les fonctions homogènes. Crelle, Tome 52. 
{••) Iacobi — Fundamenta nova. 
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de 2* ordre et de 1'''' degré ne peut pas exister. Ainsi fkat-il 
commencer par celui de 2^ ordre et de 3« degré dans les coef- 
ficients. On pourra le déterminer aisément au moyen des 
équations caractéristiques et on trouvera pour le covariant 
Texpression suivante 

+(flofl^6— ao«uaj*-«i«i«d— aj«4a5 - 8flia^5+9a*,a5+9aia4*— I3a^jai+W^ 

Mais on pourra le trouver directement comme on verra tout 
à rheure. Observons qu'en appliquant les formules 

df dV / (Pf y 
dx' dy* [dx'dy^l ' 

dx' dy* dx'dydxdf''^ {dJ^dy^l ' 
on obtient des covariants de 8^ ordre et de degré 2 dans 
les coefficients (T. N. 5) ; de 4« ordre et de degré 2 dans les coef- 
ficients (T. N. 2). — Si on prend Témanant (af ^-ff^ {-Y 
de la forme sextique et ensuite TinvHriant cubique de l'é- 
manant, on trouvera un covariant qui sera de 6« ordre et de 
3« degré dans les coefficients (T. N. 3). 
Soit maintenant 

le covariant sus-indiqiié de 4« ordre (T. N. 2). 
Prenons Tintermutant 



( 



^'-^'^1 ^' («,^,V)*: 



on aura un covariant de 2« ordre et de 3« degré dans les 
coefficients qui sera le N. 1 des Tables. 

Le covariant de 6« ordre et de 3« degré peut être formé par 
le déterminant 



D« Dec Dy Dx Dy 

D^Dy D^Dy DcoDI 

DxD* BxDI Dy 



(a, ô, c, . . .Ja?, y)« 
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OU par révectant 



('^â-«'*-â+^*"*â-^'^è+-+^é) '* 



où I4 serait le catalecticant ; ce qui donne sous forme abrégée 
le co variant N. 3 = 



a^ 



Oo «1 «1 




ao ai as 


1 


ao (h ai 




ao as dj 


ai Ci as 


+ 2a?V 


ai ai a4 


+ a?*yM 


ai ai as 


+ 


di ai as 


(h a^ ai 


1^ 


a« a» a» 


( 


ai as aa 




ai 0% a* 



+ 2a;»y» { 4 



ai ai as 




ao ai a4 




ai as ai 




ai ai as 


ai as Ha 


+ 


ai as a» 


+ 


ai Ca (h 


+ 


as ai dk 


as ai Os 




ai ai as 




as a» ai 




aiOiO^ 



+«v 



a^ a^ ai 




ao as a* 




ai as a\ 




Ot Oi a^ 


Os a4 ai 


+ 


aj ai as 


+ 2a?y* 


ai a4 as 


+ y* 


Oi a^ a% 


a^ as ao 




ai ai ai 




a^ a^ a^ 




a^ as ao 



Appelions en général C le covariant d'ordre m et de degré 
r, et posons C ^= A^ 0?"*+ B^ a?"*""?!^ +•• •+ B' xy^^-^- A'J* ; 

désignons par C C les dérivées par rapport à a?, i^ du 
du covariant C . Par ce qui précède nous aurions appris à 
former les covariants Cg,,; C^,, ; Co,8; C,„; 

En prenant THessien du povariant N® 2, C^,, on obtient un 
covariant de 4* ordre et de 4* degré. Si nous formons Tinter- 
mutant par le moyen de C^,, et nous l'appliquons au covariant 
Co,s nous formerons un covariant de 2* ordre et de S* degré 
dans les coefficients, à savoir Ci,5. Une opération semblable de 
0^,4 sur Co„ nous fournira C,,,. 

Maintenant, à l'aide des Jacobiens suivants, nous aurons 
successivement 



et*) 

4^9 


471 


879 


879 


671 


671 


978 


978 


978 


978 


4M 


4M 


9 5 


97S 


977 


97 7 


97& 


9*5 


671 


671 



— Co,4 ; 



^674 7 



^47 7 7 



^97 19 7 
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4*9 


479 


678 


618 


671 


671 


479 


C'(y) 

479 


C'(x) 

973 


9^8 


975 


C-(v) 

97S 


975 


975 


474 


C'(») 

4M 



^«75 7 



^«78 7 



— C,,, ; 



— ^479 î 



671 


• 7» 


879 




9«S 


19S 


499 


479 


9«S 


9 7S 


977 


177 


474 


474 


6^8 


678 



=c 



irt 



= C 



41t 



=c 



*IU 



=c 



(•) 



671 



— Cfl,- . 



On aura ainsi formé a Taide simplement des théorèmes ex- 
posés jusqu'ici dûs a Cayley et Sylvester, les 21 co variants 
fondamentaux annoncés par Glebsch (N*^ 135), à savoir 



C978 
^479 

^«79 



^9'5 7 ^9777 ^978 

^4M7 C/4,5; 04,7 

W-jSÎ ^6M7 ^676 

^8^8 7 ^875 7 ^1074 7 ^I9»8 7 



^9710 7 ^9^19 7 

r 

^4797 



'676 7 



auxquels il est arrivé par d'autres méthodes. 



(*) Od pourrait trouver Ce,6 on formant des intermutants par les 
▼ariauts 0^,3 , 04,, , Cj,3 , pour les appliquer respecti?einent à C^«s , 
^toi4 « ^i9vi • Nous réservons à d ^études ultérieures d'examiner lesquels 
parmi eux sont essentiellement distincts. Mais il faut remarquer en at- 
tendant qu*il j a deux covariants fondamentaux Q^a entiôi^ment di- 
stincts et indépendants de toute relation linéaire. — On verra plus loin 
la comparaison de ces expressions avec celles symboliques de OoiHlan. 



CHAPITRE SEPTIEME. 



ÉTUDES DIVERSES SUR LES COVARIANTS. 
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Des Govariants associés (*). 

149. Oq doit à M. Hermite la découverte d'une sourœ 
féconde de relations parmi les covariants. C'est la théorie des 
co variants associés, dont nous allons nous occuper. 

THBORBBiE. Soient q> (x,y) , i|i (x,y) deiux) covariants de la 
forme binaire 
[1] f=Ka, aj[œ,yfj 

respectivement d^ordre m , s . Si dans le covariant 9 (x,y) 
on pose^ au lieu de x , y , 

et si Von développe par la série de Taylob V expression 

[3] «p(a..,v.) = «p(.,X-iij.Y . t^X + i-^ y) , 

on Obtiendra une fonction homogène en X,T de degré m, dont 
les coefficients seront tous des covariants de la forme t (••). 



(*) Voir Hermite, Second Mémoire sur les fonctions homogènes à 
deux indéterminées ; Journal de Crelle, t. 52. — Brioschi, Monografia 
de* corarianti, Annali di matematica^ tomo 2. 

(**) Le pi*emier et lo dernier coefficient sont évidemment des cots- 

risnts ; car le premier est le même covanant <p; le dernier est — fois 
Tintermatant *P ( "" j" > 31,) V» q«o nous savons ôti-e un covariant. 
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DÉMONSTRATION. SupposoDS qu'oo ait transfonné la forme 
f dans F par la substitution 

[4] . . „ b=(pî'-l»'«). 

On aura , puisque 9 et i|f sont deux covariants, 
[5] <t)(A,,A,,A,,...A^,X',Y')=b'*q)(a,,a,,a,...a^,a?,v), 

[6] Y(A,,A,,A„...A^,X',Y')=b*H»(«o.at.«« — a„,a?,V)- 
Or on déduit de la seconde et des équations [4] 

Ed vertu de ces équations et de la substitution [4], et en 
posant 

[9] x. = X'X--^jî-,Y, 

riO] Y. = Y'X + -^^Y, 

les équations [2] deviendront 

[11] x, = v^,-^(i\,, 2/, = p'X, + ^Y, . 

Ainsi, en transformant la fonction 9 [3] à Taide de la sub- 
stitution [4], ce qu'on fait par les équations [7] et [8], on 
obtient le même résultat que si Ton avait posé dans q> [3]* 
les nouvelles variables x^ , y^ égales aux valeurs susdites. 
Par conséquent on aura 

et comme 9 est un covariant, il viendra 

[12] b**q>(ao»«i,a,...a^,aî,,î/»)=q>(Ao,A,,A,...A^,X,,YJ. 
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Si dans cette équation on substitue à â?„f/„X|,Tt leurs valeurs 
en fonction de X , Y, on devra tomber sur une identité. Par 
conséquent les coefficients des mêmes puissances de X,T, telles 
que, par exemple, X""^ Y" devront être égaux. Or le dévelop- 
pement selon la série de Taylor nous donne 

L*^-! ^ \dx dy dy dx] ""Ux' rfY' dV dX' j ' 

équation qui par sa forme nous démontre que les coefficients 
de [12] sont bien des co variants. 
Si le covariant q> est la forme même f^ et si nous posons 

[13] /'(a;X-l-g-Y,i/X+) ^Y)=(M'„Y.,V....Vn)(X,Y)'; 

les coefficients ip^, V,, V,, ..., V des diverses puissances de X,Y 
seront encore des covariants, et on les appellera alors covariants 
associés à la forme f . 

143. Théorème. Le produit d'un covariant <p quelconque^ 
de la forme t par une puissance entière de V est wie fonction 
homogène des covariants associés au covariant V . 

DÉMONSTRATION. Soit cu effet 



[14] 9 (x,y) = (Co , Cj , c, ... cj(œ,yf 

un covariant de la forme f . Supposons qu'où ait 

[15] r(l>X + (zY,p'X + (7'Y) = (Ao,A.,A,...A^ÏX,Yr. 

Par la définition même du covariant on aura 

[16] b»*9(pX + 5Y,D'X + g'Y) = (Co,C,,C,...C^J[X,Yr, 

en désignant par C©, C,,..., C les coefficients de 9 formés 
avec les Ao,A,,...,A , comme les cofficients Co,Cj„C4...,c 
du covariant 9 sont formés avec les ao, a|,a„ ..., a^ de la 

forme/; m étant =2(nr — m), comme on sait. 
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Maintenant, si dans les équations [15], [16] noos 8U]nK)B0D8 

[17] 

^■~ s dff ' 9— r , ^ , 

les coefSicients Ag, A^, deviendront évidemment des cova- 

riants associés iPo^ M^d M^«i *' ^m ^l^^i^i^ii^és P&r 1& relation [13] 
et puisque 

en vertu de Téquation [16], nous aurons 

118] v%(a?X-i-g-Y,yX + i-g-Y]=(C„C.,C,-.C,ïX,Y)' 

équation dans laquelle les coefSicients Cq, C|..., sont formés 
avec les covariants %, Vj, ..., v^ comme les e^, C|, ..., c sont 
formés par les coefficients a^, aj, ..., et par conséquent ce sont 
des fonctions homog^ènes des covariants associés m^^, v^,, ip^ ... . 
Mais cette dernière équation nous donne par rapport au coef- 
ficient de X"* 

[19] ^v^^(x,y)=C, . 

Par conséquent le produit du covariant <p par une puissance 
entière ix du covariant \^ est une fonction homog'ènd des 
oo variants associés au covariant V, ce qu'il s'ag'issait de 
démontrer. 

En général pour déterminer les coefficients C on opérera 
comme il suit. On développera la fonction 

sous la forme 

Y, X»+ Y, X»-' + "f-^r Y. X»-«T' + . . . + v^ Y„ . 
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Puis en supposant qu'on ait (p = (a^ «i^^i-û^ï^» y)* t ^° 
aura 

144. Lorsqu'on prend pour le covariant i|f la forme donnée 

elle-même que nous appellerons pour abréger u, on a ura, en 

posant Vo=Wo, Vi=M| , ... , ^fn=Un^ au lieu de la [13] l'é- 
quation 

[30] „(^X-10Y, î,X+^gY) = (tt„«.,...,«»)(X,Y)» 

Notons que dans ce cas parmi les covariants associés Uo,u,, -.^u^ 
à la forme u, il y en a un qui se réduit à zéro. C'est le co- 
variant u„ coefficient du second terme. En eflFet, alors la for- 
mule [12'] donnerait [-A -y- — "à"" ^) ^^ ®- ^^ ^® covariant 
<p dans l'équation [19] se réduit à uu invariant, alors, puisque 
M se réduit à -^, on aura 



nr 



[21] 6«I(ao,ai,a4, ...,an) = I (A^, A,, ..., An) , 

et en supposant que jp, q^ j/, q' aient toujours les valeurs [17], 
hypothèse par laquelle les Aq, A„ ..., Ah deviennent Vq, Vi, ..., 
on aura, au lieu de l'équation [21], celle-ci : 



nr 



[22] v* I (ao, a», a„ ..., an) =1 (n^ Vn •••> Vn) , 

où Vo, v,, ...,iVn sont déterminés par l'équation [13]. 
Exemple. Soit la forme cubique 

u = (a,b,c,dlx,yY\ 

le covariant N® 1 des tables ou l'Hessien, que nous appellerons 
17, sera 

v= ac — &*, - (ad — &c), bfi — c* (a?, j/)* , 

et le discriminant, que nous appellerons A, sera 

A = (arf — &(?)*— 4 (ac? — b*) (bd — c^) . 
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Or si nous prenons pour <p THessien r, et si nous posons 
Co=ac — &*, c,= 2(ad — ôc), Cj=(&(l — c*), on aura 

Mais Cq, Gp C„ C, sont formés avec les covariants iiiq, v» — i 
actuellement Uq, u„ ..., comme c^,' (?|, c,, c, sont formés avec 
les coefSicients de la forme. Donc on aura 

.Co= UoU,— u\, C,= - (UoUs— u(a^, C,= u^u,— ti%; 

et puisque ^i^^- f-^ 2) =2, Uo=U4, Ui=0, M viendra 

en vertu de Téquatiou [18], 

Or celte même équation nous donne v^V'='C^'=iUU^^ d*où 
u^zzzuv^ et de la dernière on déduit 

1 ^ [du dv dn dv \ 

de sorte que, si nous posons 9 =g ( ^ ^- — ^ ^^ ]( )» »1 viendra 

W3=«9. 

Partantlesecon'lmembresusd!tdeviendrait*(t?X*-(-9XY — t/*Y*^ 
et l'équation [22} se transformera en celle-ci: 

[24] M*A = q)*— 4i;\ (*•) 



{*} <p est un covariant de 3^ ordre et de 3^ degré de la cubiqae, en 
se rappel lant le théorème du N** 1:^. 

(**} Puisqu'ici r=i4, IVquatioo [38], en supposant H' = i«, deviendra 

t*«A = A(wo,Ui,U|,W3). 

Mais UQZ=zUy ti| = 0. Donc 

[23] t««A = (ut*3)*-4uu%, 

d*après les valeurs de u^, u^ simplement 

u*A:='M*(<p' — 4t?^), ou u'A = <p' — 41?*. 
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relation, qui montre comment les invariants et covariants 
fondamentaux de la cubique sont liés ensemble, et que nous 
avons déjà donnée N. 136. 

145. Il existe, entre les covariants associés au co variant q> 
d'ordre m et les covariants Uo, u„ ..., Un associés à la forme u, 
une relation utile, qui permet encore d'exprimer un des premiers 
en fonction des autres. 

Posons à cet effet, dans Téquation [18], 

1 d^ _^ 1 ^ _j^ 

ê dy ^ ' ê dâ ' 

D'après la série de Taylor, on aura 

par conséquent le covariant associé à ^, sera 

Mais des équations 

_}_ j d^ du rfv rfiP \ 1 / rf V 1 d^ 

'^'~'ni Kdxly dy'dxj' '^'^sV^'dx'^^ly 

on deduti 

[26] *'^.- if * = «/», î/*.+ if V = «ft. 

Partant, si dans la relation [18] on pose ^=^u^ X = v,, 
Y = v, il viendra 

[26]' u'u (/(, K) = (Uo, tt„ ..., Un ) (Vi, vr . 

Mais puisque des équations [26] on tire Uj-=a?, ti^=y, 
il s'ensuit qu'en différentiant l'équation [26]' par rapport à m», 
et en appelant pour abréger FCM^ifM») le second membre, on aura 

rfF -nu-ifr^*'-^;y^^'l ^-nu^''{x^^v^\ etc 
d^^, -''" r ÏÂ+^rfAJ' Sï;?"' V dh^^ dh) '^"^"' 

FaX d8 Bruno — Théorie des formst binaires, 17 
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d*où, en ayant égard à la valeur de ^^r , on déduit 

[27] n(n — 1) ... (r + 1) u\=(Uo, u,, ..., uj W», v)^ 

Ainsi tout covariant Vr associé, à H' peut être censé fonctioD 
de Wo, W|, ...,Un, V| et v. 

i4ltt. On peut obtenir facilement, d'après M. Hermite, les 
expressions des premiers co variants associés à la forme donnée, 
que nous appellerons u. En posant u=f(x^y)=(ajbyCjdj.,.Xx,y)\ 
il viendra 

(a,6,c,d,...ïa7X-i^ Y, yX+^ gY)=iK,u.,...,UnïX,Y)-. 

1 du 

Supposons d'abord î/=0 ; alors les expressions a?X — -j- Y, 

y X + ^ — Y se réduisent à œX—ba^^Y, ax^^Y: et il viendra 

[28] r(;rX-&a?'*"*Y, aa?^-iY)=(Uo,u„ ...,îinJfX,Y), 

en supposant aussi Uq, u^^.,.^Un réduits à leurs premiers termes. 
Observons maintenant que le développement [28], en ix)sant 

y 

fe = -==-, est équivalent à celui de a^X*^f(l — boc^-^h^ aœ^^^k); 
d'où il résulte évidemment que le premier terme de Ui qui mul- 
tiplie X'»-*Y»' contiendra a?'*.a;<**-*)'=«(»>i)'«-8< en facteur. La 
partie indépendante de x dans ce premier terme sera le coef- 
ficient de ft» dans l'expression f(l — &ft, aft), ce qui prouve 
d'abord qu'elle sera divisible par a. Pour la déterminer facile- 
ment observons que si Ton pose symboliquement /•=(cw?-f-Py)», 
on aura f (l — bh.ah) =(a-\-('^af>-\-a?)h)'*, et par consé- 
quent l'expression cherchée sera 

an-» (_a&-[- ap)» = (ao, a„ a„ ...,a»ï— a„ao)*. (•) 

Ainsi enposant(ao,ai,a4...„a» H—a^.aoY =e»(—&, a), il viendra 

[29] ui =Qi i—b.a) 0;^'^*^'*"^*+ .. . . 



{*) Nous employons pour uq moment les lettres avec indices pour ûdre 
mieux saisir la loi de formation. 
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et dès lors, en partant des formules N. 110, on pourra trouver 
les autres termes de Ui . Notons d'abord que la valeur 
de -6| (— &, a) est = ; il suflOit d'ailleurs de se rappeler que 
nous avons montré tout à l'heure (N" 144) que u» =0. Cela 
posé, on trouvera 

l Os (— b, a) = 2i)^—3abc + aM = - (a, &, c, dj— &, ay , 

^ 84 (— ô, a) = — 3&*+6ac&»— 4ôda*+ w»= etc., 

~ 85 (— &, a) = 4?^*— 10ac&»+ 10&*da*— 5&ea'+AiS etc. 
Voyons d'abord u, . On a u,= a (ac — &*) a7**"*"*^'*'~*^-j- . . . 

iy rf/' 

est précisément de la forme {ac — W)x ^'*'"^+..., on en con- 
clut aisément en appelant h THessien de la forme, que u,= uh. 
Pareillement, comme on a 

Ù3=a(5»»— 3aôc + aM)a?''^^'*~*^ , 

et que (2ô^— 3a&o+ a^d) serait le premier terme du covariant 

1 / dh du dh du 

m[n — 2)\dx dy dp lïx 

qui est de degré 2n — 4 — l-f-n — l=3n — 6, il s'ensuit 
qu'on aura u^ = uk , 
Quant à u^ observons que l'on aurait 

M4 = a (— 3&* + 6acb* — 4&da* + ea*) a?*"*^^**"*^ 
et puisque 4 (n — 2) = 2 X 2 (n — 2) , on voit que ce covariant 



Or, en se rappelant que l'Hessien — ; n 

H (H — 1; 
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peut être fourni soit par le carré de THessien h, soit par 
rinvariant quadratique de Témanant 

n(n-l)(n''2)(nS)\dx ^ dtf ^j' — ''' 

Or le premier coefficient du carré de THessien est (ac — &•)*, 
et celui de Tinvariant quadratique est (ae — 4ô -j- 3c*) a*, et 
l'on voit que (ae — 4&rf + 3c*) a» — 3 (ac— &*)*= - 64 (— ô, a). 
Donc, puisque les covariants découlent de leurs premiers termes, 
une fois Tordre et le degré donnés, il s'ensuit que Ton aura 

Uj^ — u (v}K — 3A*) . 

De la même façon on trouvera u^^=u (2hh — u*A') , en posant 

^,__ 1 I dh' df dh! df \ 
4»(»— 3) \ dx dy dy dx ) ' 

147. D'après les valeurs susdites, on trouvera que, en posant 

il viendra 

(a,h,c,dlxX- l-g- Y, yX + A -g-X)»=(r,/k,AAA7iîX,T)', 

où A est le discriminant de /'=(ad— &c)* — 4(ac — &») (M— c'). 
Par conséquent, d'après le théorème N. 143, un covariantO 
quelconque de la forme cubique f pourra être exprimé par 
l'une des deux formes 

[30] e=?^^^, e=Ç:iA*^, 

où les lettres P et Q désignent des fonctions rationnelles et 
entières des diverses quantités auxquelles elles sont appliquées. 
et les lettres |i et v des exposants entiers. De là on conclat 
que 6 est exprimable par une fonction entière de /*, /i, ft, A. 
Pour le démontrer, nous partirons de cette relation trouvée 
par Caylby : 

[31] A/^— 4A»=:;i% 
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qui permet de rabaisser toutes les puissances de /t à la pre- 
mière et de mettre ainsi les numérateurs [30] sous la forme 

Q (A K^) =■- Qo in ^. A) + ^Oi (A h, A), 

Po» Piî Qo> Qi désignant des fonctions entières en /*, h et A. 
Egalant les deux expressions de 8 il viendra 

Cette équation nous montre, puisque ft est quelconque, qu'on 
aura séparément 

[32] ^ J^p^(/^,,i,A)z=z^Q,(A/l,A), 

[33] -lp,(/;ft,A) = i-Q,(/-,y,A). 

y ^ h 

SMl en était autrement, on aurait, outre la relation [31], une 
relation de premier degré en h entre /*, A , ft ; ce qui permet- 
trait, en éliminant k entre les deux relations, d'avoir entre f 
et h une relation indépendante de x et y, ce qui est impossible. 
Il suffit pour s'en convaincre d'observer que, dans le cas de 
la forme canonique f=a}^-\-y* ^ on a h = — 2xy. Cela étant, 
les égalités [32] [33] démontrent que Pq et P^ , Qo et A, 
sont divisibles respectivement par f^et h^. Alors on coticlut 
enfin que tout covariant 8 d'une forme cubique es tune fonction 
entière des invariants et covariants fondamentaux f, h, k, A. 

Une analyse toute semblable conduit M. Hermitb à une con- 
clusion semblable pour les formes biquadratiques. 

148. Soit: 

[34] f=(a,b,c,d,eîx,y)' 

la forme donnée. En posant THessien ou le covariant N" 1 
des tables = /i, le covariant de 6* ordre (N® 2 des tables) = fe. 
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et I, , I3 étant toujours les invariants fondamentaax, on aura 
pour covariants associés de f 

[351 A=o, h=-m, f,=fh, f,=r{ur—3h^h 

Quant aux covariants associés à THessien hj ils seront fournis, 
quoique après un calcul un peu lon^, par réquation suivante 

[36] (a,&,c,d,eïa;X-l^Y, yX-|-lg.Y)* = 

Il s'ensuit, par le théorème N"" 132, que tout covariant e de la 
forme biquadratique f est susceptible de deux expressions : 

r37i Q^^^ÂLA^AM, Q_ Q(/,^,^,Ii,l3) ^ 

où P et Q désignent des fonctions rationelles et entières de 
/*, /i, A, I, , Ij; ^, V des nombres entier^. 
Observons maintenant qu'à Taide de la relation [7] N* 137 

[38] 4/i^-Mr + I»r = A*. 

on peut réduire les puissances de /i à la première dans les 
numérateurs des expressions 8 . On pourra donc poser 

P (A h, h, I,) = Po (r, h, U , I3) + AP. (A h, U , I3), 

Q(A'^AJtJ3)=Qo(/',M„I8) + fe«l(A^I•,I3), 

et alors, en égalant les deux expressions de 0, il viendra 

4:Po(/-,^ItJ3) +'^^i(fAU.h) =-^Qo{fAh.h) +~<iiif,h,l,,\j. 

n s'ensuit, en raisonnant comme plus haut pour les formes 
cubiques, que , 

^ Po(A^J.,l3)=^Qo(/',^I,,l3), 



fn ""' ' '' "" hy 

i-P.(A/l,I„l3)=^Q,(/',A,ItJ3) . 
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De là il résulte, puisque feth sont indépendants, que Po et Pi , 
Qo et Q, sont divisibles par f^^ ^^, respectivement ; et qu'ainsi : 
tout covariant d'une forme hiquadratique est une fonction 
rationelle et entière de ses invariants et covariants fonda- 
mentaux, f, h, k, I4, I3 et qui peut être réduite au pre- 
mier degré par rapport à k. 

On retrouve ainsi par cette profonde analyse due à M. Her- 
mite les mêmes résultats que M. Cayley avait déjà prévus et 
démontrés par sa formule [2] No 134. 
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8 2. 



Loi de réciprocité. 



149. Théorème. A tout covariant cTune forme de degré n 
et de degré r dans les coefficients ^ correspond un covariant 
de degré n par rapport aux coefficients d'une forme de 
degré r (*). 

DÉMONSTRATION. Soit d'abord 

[1] f(x,y) = ax +7il)œ i/H — f;^^^ î/*4-... , 

ou, en mettant en évidence les racines, 

[2] f(x,y) = a(x+a,y) (a?+a,î/) (a^+aj/) , 

[3] ou, f(x,y)=a norme (x-\-ay), 

la forme de degré n ; et q) (a, &, c, , a?, j/) le covariant de 

degré r dans les coefficients. 
Posons 

[4] F=a'' norme (X + aY + a*Z4-... + a''T) , 

a désignant une quelconque des racines aj,a„ ... de la préposée. 
D'après les théorèmes connus sur les fonctions symétriques, 

(*) Tout ce qui suit sur cette loi, sauf les explications nécessaires, est 
tiré du magnifique mémoire de M"^ Hermitb Sur la théoHe^ les fonctions 
homogènes à deux indéterminées inséré dans le Cambridge and Du62tn 
Mathematical Journal, 185-4. 
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les coefficients de F seront des fonctions entières de degré r 
des coefficients de la forme /*, puisque les racines n'y figurent 
qu'au degré r . A l'aide de cette simple remarque, on peut établir 
que toute fonction entière et de degré r des coefficients 
de f s'exprimera linéairement par ceiiœ de la forme F. 

En effet, cette fonction pourra se décomposer en une somme 
linéaire de fonctions symétriques d'ordre r au plus. Or toutes 
les fonctions symétriques possibles des racines a jusqu'à 
Tordre r sont comprises dans la norme de F et en consti- 
tuent les coefficients. Par conséquent, par simple substitution, 
cette fonction pourra s'exprimer linéairement par les coeffi- 
cients de F . 

D'ailleurs il n'y a qu'une seule manière d'exprimer les pre- 
miers coefficients par les seconds, c'est à dire qu'une fonction 
de degré r des coefficients de f n'est susceptible que d'une 
seule expression linéaire par ceux de F . 

En effet, les coefficients de F ne sauraient être liés par 
aucune relation linéaire dont les coefficients seraient numé- 
riques, c'est-à-dire indépendants des coefficients. S'il en était 
autrement, c'est-à-dire, s'il existait deux expressions linéaires 
des coefficients de la forme F pour représenter la même 
fonction de degré r des coefficients de f^ il s'ensuivrait 
qu'une fonction symétrique serait fonction d'un certain nombre 
d'autres, et par conséquent les coefficients de f ne seraient 
pas absolument quelconques. 

Maintenant supposons qu'on ait mis la fonction binaire f 
sous la forme symbolique 

[5] r=(^^o + Wor. 

en posant a = (xj*) , & = (a?o**''*i/o) i c = (xq*^ y\)'" - 

Alors on pourrait aussi écrire 
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Faisons de même pour la fonction F, puisqu'elle est de 
degré n, par rapport aux variables X, Y, Z, ..., T, et posoDs 

[7]^ F = (XXo+YYo+ + TTor' 

en convenant toutefois d'écrire 

(Xo")x", (x,*-'y,)x"-'y , 

au lieu de 



les quantités entre parenthèses désignant les coefficients. 
Cherchons maintenant la transformée de F par la substitution 

[8] 
Âlor^ a se change en 

et par conséquent l'expression 

X + aY + o»Z + +a'"T, 

en multipliant tout par (i>+p'a) et en 'observant que le 
nouveau a deviendra a norme {p-^p'a) (ce qui détroit 
le dénominateur en (p + p'a^ (p -|- p'ot,)''..,) , devient 

X {p+P'a)'+ Y (p+p-a)^' (g+g'o) + Z (p+l>'«)''~*te-H'o)'+ - 

[10] =Xp''+Yp'-'^ + Zp'-*«» + 

+«[rp'*"Vx+Y(p'-'«'+(r-l)p''-V'«)+Z(2p'^3î'+{r— 2)p''-'p'(,'H-. 

+af-iî=llp'-Vx+ ] + Zp-V + ...]+ 

Alors, par ces valeur^ des nouveaux coefficients de et, le poly- 
nôme symbolique 

XX0 + YY0+ +TTo 
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deviendra à son tour, en multipliant ces coefScients succes- 
sivement par Xo , X, , X,, , 

X [Xo/+rp'-VYo + r(r-l)p''^VZo+ ] 

[11] 4-Y[xy g + Yo(p'-V+(r-l)p^Vg) + ] 

+z[XoP''-V+ ] + , 

ou bien, en posant 

X'o = XoP'' + rp'^VYo+r(r-l)p'^VZo , 

[12] Y'o = ^,p"''q + Yo (/"V+ (r-Dp'-V^?) + 

z^^Xop'^Vh- 

il se transformera encore en XX'o+YY'o+ZZ'p + 

Or, en observant que, par définition, 9 est un covariant, et 
que, par les remarques faites d'abord, les coefficients du cova- 
riant sont des fonctions linéaires de 

symboles par lesquels sont représentés les coefficients de F, 
on aura 

[13] 9 [(X'or, (X'^-^YV, (X'o"-Vv, ,a/,îr] 

= b^*9[(X.r,(Xo*^'Yo), ,ar,y]. 

Mais X'p, Y'o, Z'o, ... (voir équation [11]) sont liés à Xp, Yp, Z,, ... 
comme s'ils étaient tirés réellement de la fonction 

[14] Xoa; 4-rY,aj i/4-î^j=^Z,a? v'+...., 

lorsque, par la substitution susdite [7], elle se chanere dans la 
transformée 

[15] X', o/+rry~'yr+ T^ Z'^'^V* + 
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Par conséquent, puisque le second membre de Téquation [13] 
peut être censé une fonction des coefficients X^, Y©, etc. de la 
forme [14] de de^ré r , et le premier membre de cette même 
équation une fonction de ceux de la transformée [15] de cette 
même forme, Téquation [13] nous prouve que la fonction 9 sera 
un covariant de la forme [14], dont les coefficients seront de 
degré n, en considérant les quantités (X^**), (Xo**~ Y©), ..., 
non plus comme symboliques, mais comme réelles. 

Par cette singulière métamorphose, que nous devons au génie 
et à la pénétration d'un des plus grands géomètres modernes, 
M. Hermite, il ressort que, à chaque covariant de degré r 
d'une forme de degré n , on peut faire correspondre un cova- 
riant de degré n d'une forme de degré r . Ce covariant 
serait dans notre cas la fonction [13], et la forme la fonction [14], 
et il se déduit par un singulier artifice de la forme primitive 
9 (a, &, c, ..., œ^ y) du covariant. La forme F ne sert que de 
fonction auxiliaire pour opérer ce passage. 

150. Exemple. Formation de V invariant quadratique 
d'une forme quelconque. 

Soit 

[16] f= ax^ + 2bocy -\-cy* = a (oo+o,y)(x-{-a'y) 

une forme quadratique donnée. L'expression générale des inva- 
riants de cette forme est la fonction de degré 2|ui (V. N'96) 

[17] A = (h^-acf=a*^{a-'ay^ . 

Donc, d'après le théorème démontré tout-à-l'heure, les formes 
de degré pair 2\x ont un invariant quadratique, ce que nous 
avions déjà appris, N. (96). Pour le déterminer posons 

expression qui pourra se représenter symboliquement par la 
notation 

[19] F = (XX, + X'X'o + . . . + X^^^X^^^V • 
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On trouvera généralement 

[20] (X,<")'=a*»'a*a"', 

[21] 2 (X,"'X,<^') = a'»* (oV-f a4") . 

Développons maintenant la fonction 

[2-2] A=^a*>'(a-a')*''=--a*»'[(o*''+a'*'*)-n,(a'>'-'a'-i a'*»'-'a ) 

en joignant ensemble les termes équidistants des extrêmes et 
désignant par Mi, M), ... les coefficients binomiaux. Cela fait, 
remplaçons-y les parenthèses par leurs valeurs fournies par les 
relations [20] et [21] ; il viendra 

où le dernier terme, qui provient du terme central du déve- 
loppement de A, est seulement 

Or cette expression est précisément Tinvariant quadratique 
connu de la forme 

[24] Xo^'>'+M,X'oa;'»'-VTM,XV*''-*y'+ ■i-X'^'V ■ 

151. EXEMPLE 2*. L'expression générale des covariants 
de la forme f est 

[25]9=(&«-ac)^'(aa;*+2!^a:î/+c|/')''=a*^*+^(a-af**(û?+aî/r(a?+a'y)V^ 

de degré 2)1 -j-v par rapport aux coefficients de f. Donc, 
en posant 

2|i-f v = m, 

on voit qu'il y aura autant de covariants de second degré par 
rapport aux formes de degré m qu'il y a de solutions en- 
tières et positives de cette équation. Le degré de chacun des 
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covariants en a? et y est toujours 2v, comme celui de 9. 
Pour v = l, on aura un covariant en œ et y, que nous 
allons calculer. 
Posons à cet effet 

n = 2M + l, 
[26] 

où 
127] k=o^^-^\a-i£f^ , B=a'>'-'\a-a'Ma-a'), C=a*^*\a-<^)\ 

Il s'agira d'exprimer ces diverses quantités au moyen des coef- 
ficients de la forme 

F=a**(X+aX'+a'X"+ . . . +a**X^'*0 (X+a'X'+a'«X''+ . . .-fa'*Xo^*>)*, 

^^^ F=(XXo+X'X'o+X"X"o4- x^'^b^^'^O* . 

A cet effet, observons qu'on aura, comme précédemment, 

Quant au coefficient A, ce sera le même calcul que plus haut, 
et il viendra 

C=2(X„<"'>X'o)-2m.(X.<"'-''x"o)+2m,(x,<"^*>X'",)-.. . . 
Quant h B, on a 

B=(a+a') A=a*''*' . [(a*+«'*^')-^^.(a*^'~•a'-|-a'*^'-^o)■ 

+ 

=2(x,<'"x„)-2(M,-l)(x,'"-''X'o)+2(M,-u,)(Xo-?X",) - 

le dernier terme étant 2(111^ — Mn_i)(x<,''*'*"''x<,('»)) . 



(«+«') 
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Ainsi, pour toute forme de degré impair n = 2|i + 1 

n . »»-l , «(«—1) ••-* , I ^ ** 

on a ( en tenant compte de ces valeurs A , B , C ) le covariant 

[29] 

+,. (2«.a„-^2^a.a_,+ 2(^f^a3a„_3- 



nrl(«_i)(«_2) (î^+i) 

(- 1) ~i^ a' 



2 2 

Dans le cas de n = 5, il viendra le covariant N* 1 des tables 

(«0^4 — 4aia8+ 3a%) a?* 
[30] (a^a^ — 3 a^a^ + 2 a^a,) a?î/ 

(a.as— 4a,a4+3a%)y« . 

Pour les formes cubiques 

[31] f=ax' + 2 bx*y -f- 3axy* + dy\ 

on trouverait le covariant quadratique 

[32] (ô*— ac) û?*+ (bc — o^) a?î/ + (c* — M) y« . 

En le multipliant par l'invariant biquadratique, on aurait un 
covariant de degré 4)1 + 2 par rapport aux coefficients de f; 
donc toutes les formes de degré 4)yi-|-2 ont un covariant 
quadratique en or , y , et de troisième degré par rappoVt à 
leurs coefficients. 
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Ë&lt. La loi de réciprocité conduit à des conséquences im- 
portantes relativement au nombre des covariants appartenant 
à une forme donnée. Considérons, par exemple, les formes 
quintiques. A Taide des théorèmes exposés N. 99 et 102, on peut 
conclure que tout invariant de degré de la forme quintique 
pourra être réduit à Tune des deux formes 

car les invariants de la quintique étant nécessairement pairs 
(N. 73), ne seront que de la forme 4|i, ou 4|li + 2. D^ailleurs 
par la formule (11) N. 102, toute fonction de I^^ peut être 
réduite à une fonction de I^, If, I^, et Ii^. Ainsi la première 
expression conviendra aux degrés 8 pairement pairs. Donc, par 
loi de réciprocité, il existera autant d'invariants de 5* degré 
relativement à une forme de degré 6, qnMl y a des solutions 
entières et positives des équations 

4l? + 8g + 12r = e . 
4p'-j-8g'4-12r' + 18 = e. 

Ainsi pour les formes de degré impairement pair, ce n'est 
qu'à partir du 18* degré qu'on trouvera un invariant de 5* ordre. 

Nous nous bornerons à cet exemple, car on pourrait mnl- 
tiplier à l'infini les applications. 
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«3. 



Forme oanonloae invariantive de la forme qnintlaae (*). 



158. Soit la forme (a, &, c, d^ e ]fâ?, y)^ . Représentons 
par Poj + Qy î P'^ + Q'l/ les covariants linéaires de 5* et de 
7* deerré dans les coefficients; par I4, I^, I^,, I^, les quatre 
invariants fondamentaux de la forme quintique ; et par 

le covariant quadratique de 2* degré daps les coefficients 
(N* 1 des Tables). Nous savons (N* 130) que le déterminant 
FQf — FQ = 21 1„ et que I4 = M' — 4LN . Transformons main- 
tenant les variables â?, y en X, T à Taide de la substitution 



[1] 



d'où 



[2] 



T=-^(Pa? + Qy), T==-i-(X + Y), 

V=~(Px + (ïy), U = î^(-X + Y), 
x=--^(Q'T-QU), X = Tyi;--^, 

I/ = -î^(-PT + PU), Y = T^17 + ^; 



{*) NouB avons adopté pour la démonatration du théorème qui suit celle 
qui a été donnée par M. Cajley dans son Bighth Memoir on QtMnties^ 1867. 

Vkk DB Bbuno — Théorie des formes hinaires. 18 
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et notons qa'on pourra passer du système {x , y) au système 
(X,Y) par une substitution à déterminant =1 ; car celui de 
(x,y) à (T,U) est =2 et celui de (T,U) à (X, Y) est =^ . 

Cette substitution conduit à des résultats intéressants. 

154. On a d'abord, en remplaçant œ^ y par leurs ¥»- 
leurs [2] et en ayant égard aux relations N* 130, 

[3] La?*4-Ma^ + Ny* = l4T* — U*. 

Mais, en vertu des équations [1], 

[4] I,T'-U*=i|/"l7[(X + Y)«-{X-Y)«] = ^17XY. 
En comparant les deux expressions [3] et [4], on obtiendra 

[5] La?* + Ma?ï/+Nî/» = l/'î7XY. 

On aura ainsi transformé le covariant quadratique trinôme en 
un covariant monôme par une substitution à déterminant =1. 
Par la première substitution [2] la forme [1] devient : 

[6] (rt,&,c,rf,e,rï^,î/)»=-^ (a,&,c,d,e/iQ'T— QO,— PT+PLT. 

y Pli 

que nous supposerons mise sous la forme —m (a,b,c,d,e,f JT^U)*'. 

y Pli 

Sous cette forme, la quintique jouit de cette propriété que 
ses coefficients sont des invariants. La démonstration qu'es 
donne M. CArLEY est très-simple. Posons en effet : 

l/aD^ + 2&D^ + 3cD^ + 4dD^-f 5eD^=b, 

x3bD^ + AcD^ + 3dD^ + 2eD^ + fD^ = h,/ 

et notons que, Pj? + Qy , Vx -f- QV étant des covariants, on 
doit avoir bP=:0 , bQ = P ; bF = , bQ' = P' . D'où il 
suit qu'en regardant T , U comme constantes, on aura : 

• 

b(QT — QU) = PT-PU , b(— PT + PU) = . 
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Or si, en assujettissant le second membre (6) à l'opération b, le 
résultat est , le théorème sera démontré. Inutile d'ajouter 
que dans cette opération les variables T , U doivent être con- 
sidérées comme constantes, puisqu'elles n'entrent pas dans la 
formation des coefficients. On aura donc par les valeurs ci 
dessus : 

6(a,ô,c,d,e,aQ'T-QU,-P'T-fPU)» 
= 5(a,&,c,d,eïQ'T-QU, — P'T-|-PU)*.(— FT + PU) 
+ 5(a,&,c,d,eiQ'T-QU,-P'T + PU)*.(FT — PU) 
+ 5(&,c,d,e,aQ'T — QU, — FT + PU)*.0 =0 {•). 

L'opération 6, fournirait un résultat identique ; donc les coef- 
ficients susdits sont bien des invariants. 

Ck)mme toute fonction invariantive peut être réduite à une 
fonction des 4 invariants fondamentaux !« , Ig , I» 9 lis f ^^ est 
naturel de s'attendre à ce que les coefficients a, &, etc. puis- 
sent s'exprimer en fonction de ces invariants. D'après les cal- 
culs de M. Hbrmitb et de Catlbt on trouverait en effet :* 



36a = 


36> = 

• 


h IIM* 


- 3IM,I„ 


1- llMu +24I«I„1„ 


1- 6IM'. j- I«4 I„ 


- 39IM,I„ 


K 9IM», i 


- 54IM»„ 




- 126 IMM., 




^ 288l4l,I»« 




-11521»,, 





360 


Xd = 


36e 


36/= 


+ IM. 


- 3l4l,I,. 


+ IM. 


-3I,I« 


+ IMw 


+ 12I«Iis 


+ IM.1 


- 1% 1« 


+ 6IMJ« 


-IM.. 


+ 6IM». 




- 271M.I,, 




-I5P4I.I., 




+ 9IM», 




+ 9I4 P. 




- 42I»4P„ 




-30l4p,t 




+ 1441, P„ 




-541M» 


• 


-901, P,I„ 


• 







{*) Il faut noter que la l*^ partie du second membre se rapporte aux diffé- 
rentiations par rapport aux coeflScients mdmes a, b, c, d, «, et que, par 
un théorème qui nous est déjà connu, le résultat par rapport à h est iden- 
tique k l'opération yD,: il en est de même de d^Dy par rapport à &|. 



— 276- 

155. Remplaçons maintenant T et' U par leurs ▼aieun 

en X, Y ; il viendra 

[7] (a,&,c,d,e,/'j[a?,v)'' 

= (X , M , V , v', ^', X' i X , Y)» par hypothèse (•). 
Or réquatioD [5] nous donne 

ld'^+md^d^+nd«^=-i/ï:d^d^ . 

En appliquant deux fois de suite cette opération à la forme 
quintique proposée, on aura 

(LD«4+MD,D^ + NV)«(a,^c,rf,^/)(iF,y)^=l4D«xD\(X,M,v,v\M\V|X,Y)» 

= 120l4(vX + VY); 

le second membre, étant un covariant linéaire de degré 5, ne 
pourra différer de Pa? + Ql/ que par un facteur numérique. 
Il est aisé de vérifier qu'il est = 120 (Pa? + Qy) (••). Mais 

P^ + Qy =: Y^ (X + Y) ; par conséquent I^ v = i^v' == I^ , 
d'où l'on déduit v = v'=: ;--" . 

Si d'après Hermite Ton pose ft = -pL:, d'où v = v' = VJfe, 

y 1*4 
l'équation [7] deviendra 

[81 (a,2;,c,c/,e,na7,î/)* = X,M,l/ft,l//i,M',Vj[X,Y)», 



(*) Il est aise de le vérifier en tenant compte des degi*é8 des coefficient! 
de la substitution que ces nouveaux coefficients X, m, etc., sont de degré 1. 

(**) En effet, si Ton pose fr =i (2 =: e = 0, le premier membre se n&doit 
à (3 c* D»y — a/^Dy D,)* [ax^ + lOcarV + {}r) , et le seul terme contenant 
«, par exemple, sera a*/**D'y D*jp . 10c«?y = 120a»c/'*aj . Mais dans es 
même cas les Tables donnent Vx = c^cf^x ; donc le coefficient est 120. 
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et en môme temps le covariant quadratique La:? + Mœy + Ny* 
se transforme en l/T^ X Y ; d'ailleurs ces coefficients sont 
des invariants d'après ce qui précède. C'est là la forme type 
à laquelle nous voulions arriver. Il ne reste qu'à déterminer 
les quantités X, v, ]//î, v', ^'. A. cet effet, observons, puisque le 
covariant quadratique se réduit à un monôme, que, ayant 
égard à la forme du covariant (N* 1 des Tables), on aura entre 
les coefficients x,m, etc., les relations suivantes 

XM' — 4Ml/ft + 3ft = 0, 

[9| XV'-4M't/ft + 3ft = 0, 

XV — 3MM'+2fe = l/ï;. 
On va voir, d'après M. Hermite, qu'à l'aide de ces relations les 
coefficients de la forme type peuvent s'exprimer en fonction 
des trois quantités \\' = g^ \i\i' = h et h. On tire, en 
effet, des deux premières les deux équations suivantes du second 
degré en X et M: 

12 j/^» M»— (9/i«+ \6hk—gh) m + 12/1 1/^=0 . 

En posant A = (9A» + 16/ift — flr/i)«— 24*/i&\ on en déduira, 
en les résolvant , 

riOl '^2|/fe"*X = 4(^-16;l)»-9/c^^+16/^) + (i7-16;l)^/Â, 

Le double signe de i/a fournira le deux systèmes de solu- 
tions cherchées pour X et ^ . Mais comme le produit des 
racines est d'après les équations susdites =g^ = hj il s'ensuit 
que les autres racines seront précisément x' et \x'; de sorte 
qu'on aura, par le changement du signe de iXa , 

24:l/k^\i' = gk'^+l6hh — gn^[/'^, 
n ne reste plus qu'à trouver les valeurs de g^hjk en fonction 
des invariants, si l'on veut exprimer les coefficients en fonction 
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des invariants fondamentaux. Or par oe qui précède et par la 
troisième des équations [9], nous avons déjà 

[12] g — 3h + 2k = l/T, , A = -!= 



Pour déterminer encore une autre relation entre les quantités 
g jhyk et les invariants, appliquons Topération |/l ^vjsi 

C'est à dire le covariant 1/I4XT transformé en intermutant 
à la forme quintique type, et Ton aura 

[13] l/r,^-J-^==20l/r,(^,l/Â,l/^ 

Prenons maintenant les Jacobiens des covariants 
[14] j ^^^^^' j ^^*^Y, 

on obtiendra les covariants suivants de 5* et ?• degré dans les 
coefficients 

[15] I,(h,j/Â,-1/^,-h'ïX,yK 

[16] l,[/T, {]/hX--l/hY) . (•••) 

Les covariants cubiques [14] et [15] étant respectivement de 
degrés 3 et 5 dans les coefficients, on obtiendra par Tinter- 
mutant un invariant de 8« degré, et ce sera I4 l/l^ {h — |ym') = 
l/ï»^ (h— h) . On aura donc 

[17] l/p;(k-h) = U. 

En vertu des équations [12] et [17], il viendra 

V'i\ 1/P4 V^ 

et partant, à Taide des relations [10] et [11], on déterminer 
X, X', ^, ^', ce qui achèvera la solution du problème. 



(*) Ce serait le covariant €3,3 de la forme quintique. • 

(**) C*e8t le covariant Px + kp, en ajant égard aux relations [I] tt i 
la valeur de k- 

(ff«) C'est le covariant €1,7, qu'on aurait pu directemeot tirer des re- 
lations [1]. 
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Rn résumant ce que nous Tenons de dire, on conclut ce 
théorème : 
Par Ui substitution 

.r = -31--[(Q' + QVî;)x + (Q'-QVr)Y], 

i/ = — ^-[-(f+pi/iJx + C-p+pi/Oy], 

2 l/li, VU 
la fonction quintique (a, b, c, d, e, f ï x, y)* se transforme en 
(X, ^i, Vt, k, ^', ' kï X, Y)S où k, X, V, II, \i' seront des invariants 
déterminés par les relations [11] et [14], et Jouira de la pro- 
priété que son covariant quadratique se réduit à Vl^XY . 
C^est là la forme invariantive canonique dont M. Hermite a 
déduit un corollaire important pour la théorie des équations 
de 5* degré, savoir, qu'à Taide de cette forme canonique on 
peut atnener toute équation de 5* degré à ne dépendre que 
de deux paramètres. 

Posons en eflTet H — ^ , H' = .4 ^ 1<^^ quantités A, g, h 
deviendront 

[20] /i = VT? H' , f^ = l/r,(l+3H + H'), A =1/1"; (H + H'). 

Alors, le radical I/I4 disparaissant comme fi&cteur commun à 
cause de Thomogénéité des relation^ [10] et [11], Téquation 
(X, /t, l/Â^, y/i,i4, /t' JX,Y)* = ne contiendra plus que deux 
paramètres H, W. Ainsi Tétude de la réalité des racines de 

la forme quintique est ramenée à celle des fonctions, ou in- 

L I 
variants absolus fî 9 ri • 

I4 le 

Cette réduction, qui par cette méthode serait inabordable, se 
fait toute seule, si nous avons recours à notre forme cano* 
nique de la forme quintique (N* 101, 102). En effet, on aura 

._V(H'^H), I4, = V»[36HH'MH-H') + 6.12*H'* — (H— HT], 

9 

I,, = l«\ V/(H' — H)« 4- 8 H' H» — 72 H H' *"-^432 R'^ ' 
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Par conséquent, en divisant par I\ la 3* équation, page 177, 
il viendra 

[21] 12(^]M = H — H'+PV^K-hP^l/L, 

K, L ayant les valeurs suivantes : 



K,L-36HH''(H-H')+6.12«H'*-(H-H')»±216H'«l^{H'.H)«+8H'H».72HH"43! 

1 

(TJ»5\ — 
— I ^ sera diviseur commun aux trois coefS- 

cients l^ m, n, il s'ensuit que Téquation (N* -101) ne contiendra 
plus que deux paramètres H, H'. 

On a donc ce théorème: 

Étant donnée la forme quintique (a, b, c, d, e, f jf x, y)*, et 
en appelant a, P, T les racines de la canonisante 

1 X ce* a? 



^0, 



a b c d 

b c d e 

c d e f 
on pourra^ par une substitution linéaire à déterminant = 1. 

yp(fl"T)-ht?( p — T)a « (a — t) + t>0 — t) n. 

^' {a-p)(p-T)(T-â) ' ^~ (a-P)(P-T)(T — a) 

la transformer dans^la forme canonique 

[221 l il'' -f 7n v)'' — u(u + v)^=--0, 

ne dépendant plus que de deux invariants absolus, H et E\ 

\,m,n étant proportionnels aux seconds membres [21], lorsque 

on y remplace successivement p par P®, P*, p*. 

Ce résultat confirme d'une autre façon ce que nous disions 
page 177, savoir, que Téquation [22] est caractéristique pour 
une forme quintique donnée, de sorte que pour nMmporte 
quelle transformation linéaire on retombera sur la même équa- 
tion [221 ^ invariants absolus. 



(*) Le déuominateur est l ï,î . 
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$4. 



Transformation de Tsohimhaasen. 
Équations earactéristiqaes des résultants. 



15B. D'après cette transformation, qui a été publiée pour 
la première fois par Tschimhausen en 1683 dans les Actes de 
Leipsig^ on peut faire disparaître autant de termes que Ton 
veut dans une équation donnée. 

Soit x'*-\-a^x*^ -j-^»^**~ + "i"^n^^^ 

réquation donnée ; et posons 

&„ &,, ..., b^ désignant des indéterminées, et m un nombre 
entier <n. En éliminant y entre les deux équations on aura 
une équation de degré n en |/, comme on le déduit de la théorie 
des résultants. On peut ensuite disposer des indéterminées b 
pour faire disparaître autant des termes que Ton veut , sauf 
ensuite à résoudre les équations de condition auxquelles on 
assujettit les b. Cette résolution est possible pour n= 3, n=4. 
Alors, en posant dans le premier cas y = i>, + &| a? -f- ^*» dans 
le second y=zb\-\'b\x-\-x'^j on obtiendra des équations fi- 
nales en y , de la forme 

î/3 + A,î/« + A.î/ + A3 = 0, 

y' + k\y' + k\y' + k',y + k\=0, 

et Ton déterminera {>„ b^ par des équations de premier et 
second degré ; b'\ , b\ par des équations de premier et de 
troisième degré. 
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Au dessus du 4">« degré, le calcul de réquation finale pré- 
sente des difficultés insurmontables. Malgré elles, M. Jerraid, 
Géomètre anglais, a pu démontrer qu*on peut, par la résolution 
d'équations de 2^ et de 3"* degré seulement, faire disparaître 
le 2~, le 3"* et le 4"** terme d'une équation quelconque, et, par 
conséquent, en prenant Tinverse de x^ les trois termes qai 
précèdent le dernier. Ce résultat a prouvé en particulier que 
toute équation de 5"* degré pouvait se réduire à la forme tri- 
nôme .^ + Aâ? + B = 0. 

Il restait à trouver une méthode par laquelle on pût déterminer 
plus aisément les coefficients de Téquation finale, et entr^autres 
les coefficients A et B de Téquation finale du 6-* decrré. Ce pro- 
blème a été résolu par M. Hbrmitb , en donnant une autre forme 
à réquation en z (*) qui le relie avec la théorie des invariants. 

Soit donc, d'après lui, 

réquation donnée. Posons, en désignant tQ,t^,t^^...^n indé- 
terminées, 

1 



[2] 2=<p(,r)=:ao^^_i + a„.a7 ^^_2+^o^* 



+wa, 






i 



1.2 



a, 



^^-3+- + «0^ 



_i »(«— 1) • 



ce qui revient à écrire symboliquement 

[3] .^:^-^'«'« 



ù—x 



-i-na 



n— 1 



Supposons qu'on ait éliminé x entre les équations [1] et [2]; 
nous obtiendrons une équation en- 2: de degré n, où nous pour- 



{*) Pour la démonstration nous avons suivi la voie qui a été tracée par 
M. Cayley dans son Mémoire On Tschirnhausen's transformation — 1851. 
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rons disposer des quantités t^ , <i, ..., t^^^ pour &ire dispa- 
raître les termes qu'on voudra. En posant z=iXi j et en 
appelant X^ ce que devient X par la substitution de la racine 
œ^ de f(x) à la place de x , Téquation finale aura la forme 

[4] (z^X,)(z-X^)...{z-XJ = {A, , A, , A, , ... AJz . ir=0 . 

Le coefficient, de z par exemple, sera, au signe près, 
X, + X, + . . . -f X^> ou, en ayant égard aux relations [7] , N® 2, 

l'^l + (W~l )«i^n-2H 172 ^*^-3-1 17273 ^»^n-4+- ' -r^i^l'» J 



n-1 



disparaisse, il 



Par conséquent, pour que le terme en z 
Caudra avoir 

Alors au moyen de cette relation Téquation en z deviendra : 






-\-na,x 
+ (n — 1)0, 



<-_, + «.^ 



n-3 









K-l 



2 "» 

15V. Sous cette forme Téquation finale résultante aura la pro- 
priété que tous ses coefficients sont des invariants des deux 
formes : 

(ao , a, , ... a^ ïx.yf , {t^^ , t^^ , ... t^ ïoc,—yf^ ; 

et, s'il en est ainsi, Téquatidn elle-même sera un invariant, en 
y considérant z comme une constante. Il suffira donc d'exa- 
miner si le premier membre de l'équation [4] satisfait aux 
conditions 

b — A' = 0, 



^ 
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en posapt 



b=a. 



ddi 



+ 2«i-5^+.-+W«n-l 



dOn' 



A-^_«/- + 2^_,-,-^->...(n-2)^ ^ 



*-2rf^n-3 ' **-3<^^n-4 



di^' 



Or cela revient à examiner si chaque facteur z — X y satisfiiit, 
ou si (b — • A') X == , (5' — A) X = . Notons en passant que 
les opérations doivent être appliquées à a;, car x est censé 
être ici une fonction des coefficients de la proposée. Or Topé- 
ration b sur f(x^y) nous donne 

(ao,a,,a„...a^_^jïj?,ir~^ba?4-(ao,a,,a,...a^jïar,l)'^"=0, 

d'où ba? = — 1. Cela posé, l'opération b sur X, pour ce 
qui se rapporte à x , donnera 



— na. 



t 



n-3 



3ao.ï?' 
— 2na^x 

1 .2 



a. 



^^__^... — (n — l)ao.r 



n-2 



^ 



— (n — 2)na^x 



H-3! 



1.2 



a 



n— 2 



et, pour ce qui se rapporte aux coefficients a, nous fournira 

n— « 



+ 2(w-l)a, 



V o I • • . 



! 



• • • • 



+ («-1 )'«._, 
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En réunissant les deux parties, b deviendra : 



+ (n-2)a, 



'«-«+ 



• • 



+ «0^ 



n-« 



+ . 



M— 3 



, (i»-l)(i»~2) 
+ 172 «^« 



Mais TopératioD A' nous fournira également le même résultat; 
donc bX = A'X, ou (b — A')X = . 

Quant à l'opération b' — A , examinons d'abord oe que 
devient b' par rapport à a?. Or Téquation fix^l) nous donne 



vn-Kf 



n-l 



(ao,ana,,...,a^^,j[a?,l) b'o?— a?(a,,a,,...,a ïa?,l) =0, 



d'où, à cause de Téquation a^x^ -{-naioT^ -{-...=0, Vx=x'^. 
A l'aide de cette valeur, l'opération b^ appliquée à X, four- 
nira relativement à a; la partie 



»«^*C-9+2«o^ 



+na|a?' 



t^+^a,ccf^ 






n-1 



+ n(n — 2)a|a?' 
+ . . . . 



'• 



La partie due aux coefficients a sera 



|-(n-l)a. 



^ i + WfljO?* 



+ (n~l)(n-2)a3 



' «+• •+wai^ 



n^\ 



V»-3 



^ 



4-(n — l)na,a? 



+ (n-l)a 



n-S 



En ajoutant les deux parties, le coefficient de t^ reproduit 
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le premier membre de Téquation proposée multiplié par n — 1 , 
«t, puisqu" il est = , il restera 



+ («-1)0. 



-|-2na,aj* 

+ 2^i^na,ar 



-S 1" ••' 



ce qui est précisément la valeur de A X . Ainsi ropération 
b' — A réduit encore à la fonction z . Donc elle est un 
inyariant. 

Rbmarqub. n est évident, réciproquement, que les coefficients 
A, s'ils sont des invariants, doivent être fonction des différences 
des racines, et partant ne peuvent pas contenir le terme en t^^^ 
qui disparaîtrait dans les différences [2]. 

158. Exemple. Soit 

(a,&,c,dïa?,l)»=0, 2; = (aa?+&)u+(ûk»«H-3&a7-|-2c)r. 
En multipliant la seconde équation par rr, et en ayant égard 
à la première, on a 

xz = (ao?' 4- ^^) ^ "4- (~ c^ — ^) ^^ 
ou 

aux'^ + (bu — z — cî?) d? — di? =: . 

Par le même procédé, on tirera de celle-ci 

(z4-2&u + cî?)a?*+(3cu + di?)^ + urf=0 . 
Maintenant les trois équations : 

ax^v 4- (3 hv + du) x + 2cî; + &tt — a; = 0, 
aua?*+ (&u — cy — ;î)a7 — dv =0, 
{^hu -\- c\j -\' z) x"^ {^cu-\-6,v)x ud =0 

fourniront, pour Téquation finale, 

z—'bu — xv —au — 3^1? av 



d 
-^ud 



z — bu-^cv au 

— 3cu — dv z-\-2bu-{'Cv 



=0, 
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qui sera de la forme (1 ,0 , C,Dïa?,î/)' , où l'on a 
-1- C = (ac — b^) u* + {ad — bc) uv + {bd — c«) v\ 

On voit que C, D sont bien des invariants des deux formes 

(a,&,e,d][X,Y)» , (uY-î^X), 

ou encore des covariants de la forme (a , & , c , d j u , i?)' . 

i50. Les coefficients Ao, A,,.-) A^ représentent en général des 
fonctions de ^^^p ^^^,,...,<o) ^^9 lorsqu'ils sont des in variants, 
ne seront plus que des fonctions simplement de ^^_u, '^_3i-»^o' 
Proposons-nous, par exemple, de trouver le coefficient dans A^ 

de r ^ • Comme ^ ,""0 '"J^"^^ A est le coefficient de 
n-i 1 . 2 . 3 . . . r »• 

z^"^ dans l'équation proposée, on aura 

n(ii — l)...(fi-r + l) ^ _^Y Y Y 

1.2.3...r A^-2A.A, A^ . 

Or le coefficient de fn-t dans ce 2 s^i^ft évidemment 

2(«o^i + ^«i)(ûo^« + ywii) («o^^ + ^wii)» c'est à dire le 

coefficient de x^""^ dans Téquation ^f^\~ — } H 

=,;[..(î^.;,-+„.,(î^)-'+...'-!î=î^!:^'«3î^r"' 

« L ^ a« '--i^ 2 \ao/ '•-* 

+ ,_.)'-r«'-(î|)'-'a, + ,-l,V(^)'a.]. 

ISO. Cette méthode de calcul pour la transformation de 
Tschirnhausen qui après tout est fondée sur la forme particu- 
lière d'un résultant nous suggère de donner ici en passant les 
équations caractéristiques d'un résultant trouvées par Brioschi. 

THéoRBME. En appelant S le résultant des équations 

16] 9 (X) = aoX»+a,x»-ï + a,x»-«4- . .. + aa=0 , 

17) q> (x) = &^x» + />,x»- 1 + &,x» - « -f . . . -4- «>. = , 
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et X les quantités définies comme au N* 43j an aura 

n— 1 

[8] y>,r ^^ = (n ~ m) b„ R . 

DÉMONSTRATION. On H (N* 43) 

Mais, d'après le théorème N*" 47, on a auBsi 

Partant Téquation [9] pourra se transformer en celle-ci 



Or il est évident que le premier membre de cette équation 
devra s'évanouir avec R et le contenir par conséquent ai 
facteur, car il ne peut pas y avoir d'autre condition entre les 
coefficients que la condition R = 0. Il viendra donc 



2 



V-#- = «K, 



q étant un facteur algébrique qu'on déterminera très-aisément. 
Il suffit pour cela d'observer que le premier membre est de 
degré n-|-l par rapport aux coefficients &, et de degfré n par 
rapport aux coefficients a. D'ailleurs son poids est celui de B 
plus m + r-j-l — r— l = m; donc q ne pourra être que de la 
forme 

q* étant un coefficient numérique, qu'on trouvera égal à 
n — m, en comptant combien de fois le coefficient hm entre 
positivement et négativement dans les quantités a. 



{*) Nous supposerons, pour plus de clarté, que 
de sorte que la première valeur de r soit 1. 
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Sbmabqub. On peut vérifier directement Téquation [8] pour 
les cas de m = 0, w = l. 

Si Ton introduit daos la première des équations [28], N"" 43, 
les relations [8], N* 47,, on aura 

* 



Mais, sauf à ajouter (^oKjr — ^oK 7~ = ^» ^* quantité dans 
la seconde parenthèse n'est autre chose que nR, et la pre- 
mière est égale à [voir (15), N" 47] ; donc 

Pareillement on trouvera 

/^ (fR , , rfR\ . / rfR , rfR\ , ,. rfR ^ i«R ^ 

niais a.(&«^ + ^^^|-^(«o5^^ + «tà,J+ao^^~M.^= 
Donc, en ajoutant, 

, „ . rfR . dK , l dR , dR , \ 



. / <iR , dR , dR , \ 
▼érifier, et y]6.S; =0(*) • 

(•) Voir ma Théorie de Vélimination, page 72. 

PaX pk BitTiMo — Thèorii des [omut WnairM. IV 
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Par conséquent 



s 



V,,^=-''. ("->»"• 



Ce théorème a été donné par M. Brioschi dans le Journal 

de Crelle^ T. 53. Mais pour la démonstration nous avons re- 
produit celle que nous avons donnée dans le même Journal^ 
Tome 54, qui nous paraît beaucoup plus simple. 

Si dans Téquation [8] on fait successivement m = 0,1,2, 
3, ...,n — 1, on obtiendra n équations qu'on pourrait nommer 
les équations caractéristiques du résultant, savoir , 

^ dR , dR, , . dR _^,^ ^ 

\ dR , . dR _^ j^ . dR . i\f,o 

dR,^ dRy .^ ^^_,. 1, 

161 «Voyons maintenant ce quedeviennent les équations [11] 
dans le cas du discriminant, c'est-à-dire, lorsque <p(œ) et ¥(;r) 
sont respectivement les dérivées par rapport à a? , y de la 
même forme 

en supposant que le coefficient binomial soit représenté 
par ptn= ---T-K- Q-^ ^ , et qu on ait fait ensuite y=l. 
Los dérivées seront de la forme 

ou plus explicitement 
a„:,;"-'-i-(n-l)«..r"--+i^'f=^a,.i-«-='-L...+a„_,=0, 
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Or observons, en envisagreant la question directement, que, le 
discriminant s'anoulant pour des racines égales, si x est une 
de celles-ci, il faudra qu'on ait, comme au N* 47, 



d'où Ton tirera 



\ id'R 1 k<^R 

Pi ^^l Pk ^k 



da^ ' Pi dai ' p^^^ da^^i' pi dai 

D'ailleurs Téquation [10], dans le cas du discriminaot, devient 

••— « n — I 

1 

et alors, en remplaçant œ^"^" , x^^^' par leurs valeurs 
tirées des équations [12], il viendra 

9 M 1 • 

1 

OÙ les derniers termes seront respectivement en ^ — , ^- — . 

En partant maintenant des équations [8] comme type et en 
leur appliquant les équations [8], on aura 

n-2 
n— 1 



(^) Le coefficient qai est associé à a^^| dans cette équation est 
(fi — l)(n — 2)...n — m 1 

1.2.3~,;i -nPmi^-^)' 
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La valeur de Xm,r est actuellement 

^m,r=^P'll^ m -i-r-Z -4-1 (û^/«»i4-r--H-2 — «m+r—l -+-1^1-1.1), 

OÙ p\ désigne généralement le coefficient de ccn—^—i dans 
les deux dérivées de la forme donnée, et ne diffère de p que 
par le changement de n en n — L 
Exemple. En posant le discriminant de la forme cubique 

= R = %abcd + 3&V — Wd — 4ac» — a*d* 
on aura Téquation 

qui correspond à Téquation [14] 

qui correspond à l'équation [14] 

^<""'^dâ, + ^»"^rfS; = 2'*o^' L!=3/ m=0; 

3" 2(ac-&')^+(ad-6c)^=66R, 

qui correspond à l'équation [15] 

•'"l», rfa,^ ""l». rfa, " IPo=l; 

4« (ad-6c)^+2(6d-c«)^ = 6cR, 

qui correspond à Téquation [15] 

. 1 rfR , , \ dli 2 T> rt r. tPi = l 
'"«'>Tà«. + '-'.p7rfa;"3P'««^=2^«' l;Ul' "»='• 



CHAPITRE HUITIEME. 



FORMES SYMBOLIQUES DES COVARIANTS 



169. Depuis quelques années MM. Clebsch et Gordan ont 
introduit dans Tétude des covariants des formes symboliques 
spéciales avec un immense succès (*). Aussi Gordan a-t-il réussi 
à démontrer que le nombre des covariants fondamentaux pour 
toute forme est limité, et dernièrement il a poussé la détermi- 
nation des covariants indépendants jusqu'au 7* et au 8* degré. 

Donner ici leur théorie, ce ne serait que reproduire leurs 
travaux mêmes et sortir du champ d'une exposition élémen- 
taire où nous nous sommes restreints. C'est pourquoi, nous 
bornant au rôle d'être utile aux étudiants des sciences ma- 
thématiques, nous nous contenterons d'en donner une idée, 
afin que le lecteur puisse ensuite par lui même entreprendre la 
lecture assez difficile de ces ouvrages. 

Représentons en général symboliquement par (a jO: + «»!/)* 
la forme a^ccr" + >i«i ^"".V + + û* ? ^^ posant 



aj" = a^ , a|"-*a, ^=^ a^ , a"-'a, = a, ,.... a\ = a, 



I» 9 



et convenons de représenter la môme forme par les symboles 



(*) La notation adoptée par ces auteurs ne difTôre en réalité que par 
la forme de celle qu'avait déjà adoptée en 1846 Cajlej dans son Mémoire, 
à jamais célèbre, sur les byperdéterminants, inséré dans le Journal de 
CrelU. 
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(&ia? + ^iy)*^ (^i^+^«y)% (^i^ + tf«!/)*» etc., de sorte qu'on 
ait indifféremment 

L'avantage de ces représentations symboliques successives 
de la même forme est de nous permettre d'opérer algébri- 
quement sur les mêmes formes algébriques sans altérer le 
résultat final. C'est tout là le secret de la méthode donnée 
d'abord par Aronhold et suivie ensuite par M. Clebsch. Ainsi 
si l'on peut poser (a,a? + a,î/)* = aaî* + 2&a?y + cy*; il ne 
s'ensuit pas que l'égalité subsiste en élevant au carré les deux 
membres, ou que (a^œ + a,!/)* = (aœ* -{- 2hxy + Cf^*)*, car les 
opérations algébriques que l'on est amené à &ire dans le 
premier membre altèrent la nature des coefficients symboli- 
ques. Mais, si au contraire, d'après les conventions ci-dessus, 
on fait le produit (a^œ-\-ajfY {^i^-\-àtVYi sauf à remplacer 
ensuite les coefficients symboliques par leurs valeurs, il est 
évident que les opérations algébriques n'altéreront pas la na- 
ture des coefficients, car chaque facteur restera tel quMl est 
par la convention faite auparavant. Ainsi on aura, en restant 
dans Texemple ci-dessus, 

[a^x + a,y)^ [h.x + h^y,^ - 

= a^x^ + iabxy + ^Zac H- ib'lx'y' + Abcxy^ + cV* - («^* + 2bxy + cf\^ 
Cela posé, en adoptant ces notations symboliques, le discri- 
minant ac — &' de la forme quadratique ax* -{- 2biry -j- ey' 

a, a. 



sera représenté par 



h, h, 



en supposant que l'on ait 



(a, &, cï,/% !/)* = [a, .r 4 «, y)^ = (&, ^ -f b^ y)\ 

Celui de la forme cubique ax^ ■\- 2hxy^ -\- {iccy^ -^ dy^ , 
qu'on sait être — 



a c 


1 

4 


a h 


h c 


b d 




l) c 


c d 
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pourra être mis sous la forme 



a. a. 



b, h. 



c, c, 



d, rf. 



a, a, ! rf, rf, i 



! y 



e, i*! i ^i &i i 



en supposant que Ton ait fait successivement 

Par exemple, le terme, 

a*, fe% c', rf'i a, c, rf, &, == a^ &% c*, c, rf% rf, = a & c rf, 

reproduira un des termes du discriminant, etc. 
Pareillement en passant à la forme biquadratique 

(a, &, c, rf, e ï œ, vY = (a,a? + a,2/)*= (&,^ + M*= (^i^+^jV)*, 
on aura 



l3 = 



I, ae — 


4&rf + 3e* = 


1 
■ 2 


«1 «» 

6, 6, 




4 


1 




a /> c 1 

/> c» rf — 1 

6 

f rf e 1 




9 


6. &, 


S 






a. 



La même chose a lieu pour les covariants. 
Ainsi le covariant quadratique de la forme cubique, en 
adoptant les mêmes notations, sera 



I 
et le cubique 



b, b. 



(a,x 4- a,y) (c^x + c^y) ; 



«« = 



a, a, 



6. h, I 



c, 0, 



Voici maintenant les invariants et coTariants pour la forme 
quartique 

I» = (a A — aAY , 

I, — (a A — a,?;,)' (a.r?, + a.f,)» (&,c, + fc,c,)* , 

C«,!,= (a,'',— Oi'^i)' (c,b,— Ci&,)(a,.c-|-a,y)'(ft,a;-f&,jj) (c,j;4-c,v). 



Si Ton adopte d'écrire avec M. Clebsch, x^ pour œ^ x^ pour y 

(àb) pour (afi^ — ajb^)^ {pc) pour (ft^c, — &t^t)v^ 
ax pour ^1^1 + «4^1, &« pour &ta?t + ^r^« v m 

alors les formes quadratiques, cubique et quartiqae, et en géné- 
ral de n* degré, deviendront 

[1] f= (a^)«, f-= ax', f= ax\ f= a«* = &«• = c,», etc.; 

et les invariants et covariants susdits seront représentés sim- 
plement par 

[2] I, =(a&r, 

I, = (û&)« (cd)* {ac) M , 

[3] { C^,^ = (ab)ax bxy 

Cs izz: (a&)* (Cb) Ca? «x , 

I, =(a&)S I, = (a&)« (ae)M&c)» 

C„ , = (a&)* ax» &«* , C4 , 3 = (a&)« (c?>) a^:* i;, c, . 

Par ces notations les dérivées s'expriment aussi facilement. 
Il est aisé de voir en effet qu'on a: 



[4] 



<V._., .n-l^ . df _ 



n— 1 



- - — 71 . ûf^-* a ; ,^ = n . az~ b ; 



Pareillement 



[5] ^^n(n— l)...(n— /i+Da^J-" ; ^^;^— '? h— !)...( n—/i-}-l)a;-' 

[6] —,— * = ^^ (^^-1) - (^^-'^-'^ ^1) Ox~*~* a'' ?>* . 

rfa?i dxi 

IG3. Une fois compris le mécanisme de ces notations, pas- 
sons à voir par quels principes M. Clebsch arrive à déterminer 
les covariants. 
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Supposons que la forme f soit 
[7] /•= oa?, -{- &a?, , 

et faisons-y les substitutions 



[8] 

on aura 



[11] 



i^=pq'—p'q; 



[9] f= (ap + &!/) x\ + (a(Z + 2>«') .^, = aW, + &'^, , 
en posant 

[10] a' = ap-^bj[/, V^aq-^-Jytf. 

Mais par les équations de substitution [8] on obtient 
t^x\=:q*x^ — qx^ 

et de même en vertu des équations [10] on a 

tJ>=pV + q(-a:), 

A H a) = !>'&'-}-(?' (—a'). 

Si Ton observe de près les équations [8] et [10], [11] et [12] 
on voit que les équations [12] se déduisent des équations [11] 
de la même façon que les équations [10] des équations [8], 
c'est à dire, par rechange des coefficients d'une ligne avec 
ceux d'une colonne et par l'échange de (x^ , a?,), (a/,, a?',) en 
(a\ &'), (a, h) respectivement. D'ailleurs les déterminants des 
substitutions [8], [10], [11], [12] 



Aa ^=q*a* — p'I/ 
[12] l,ou [13] 

Aô — — qa*-\-ph' 



V q 

P' q' 



P 
Q 



P' 
q' 



q' —q 
— 7/ p 



q' -y 

— q p' 



sont les mêmes, quoique le second soit transposé (*) par rap- 
port au premier et le 4* par rapport au troisième. 



(*) Nous appeUerons ainsi ua déterminant dont les lignes sont iden- 
tiques aux colonnes d*une autre et réciproquement. 



On voit encore que les variables œ^ ^x^ (à un foctenr près) 
se transforment dans les af^^ x\ par les mêmes formules, par 
les quelles les quantités & et — a se transforment en fr' et 
— a'. Or, comme Tintroduction du facteur A dans les trans- 
formations n'altère pas la propriété fondamentale des inva- 
riants, il s'ensuit que Ton aura ce théorème : 

Une fonction Y, qui contient les variables x,, x, et Jouit de 
la propriété des invariants y continuera encore à Jouir de 
la même propriété^ si on change respectivement les vatHables 
en b et — a. 

Au moyen de ce théorème, M. Clebsch observe qa^on peot 
fiiire rentrer Tétude des covariants dans celle des invariants. 
Car, par la considération d'invariants simultanés, on peut, à 
la place de chaque covariant, introduire autant de formes 
linéaires qu'il y a de séries de variables dans le covariant. 
Et alors on reviendra au covariant en changeant les coeffi- 
cients 

«11— ût,; &,, — ^i; etc., 

des formes linéaires introduites par les séries des variables 

»^*i 1 '^il Vit Vit 

iOi, M. Clebsch établit ensuite ce théorème fondamental: 
Chaque invariant de formes linéaires est une somme de 
produits formés par les invariants relatifs à deuœ quel- 
conques d^entre elles. 

L'invariant de deux formes linéaires a^Xi-^-a^x^^ &j.ri-|-^iJ!^i 
est leur déterminant afi^ — (^^h^r=:(ab). Ainsi pour trois 
formes «i-r, -|-<^/j/'j, ?>,ur, + '^'i. <^r^i + ^V^*i les fonctions 

Uab)(ac)(?jc)Y , [{nb) (ar)t -^ [(ah) (hc)]^ -\- l{ac) {hc)^ 

seraient autant d'invariants. 

Cette somme est évidemment un invariant, puisque chaqae 
élément (ab) se reproduit. Mais il fallait démontrer que tout 
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invariant peut se réduire à cette somme; c'est ce qu'a fait voir 
M. Clebsch dans son ouvrage Théorie der binaeren algehrai- 
schen Formen. En ayant ensuite recours au théorème N" 163, 
il montre que 

Tout covariant d'une série de formes linéaires est un 
aggrégat de produits^ dont les facteurs auront un des trois 
types suivants: 

1 (ab), invariant formé par deux quelconques des 

formes linéaires, 

2 (ajXj4-ftiXj), une des fonnes linéaires données quel- 

conques. 

3 (xy), déterminant formé par deux séries de varia- 

bles x,yi; x^y,; etc. 

i05. Kn s'appuyant ensuite sur un théorème sur les inva- 
riants simultanés donné par Cayley (N* 78), M. Clebsch arrive 
à son théorème fondamental qu'il avait déjà donné dans le 
Journal de Crelle^ t. 59. 

Soit TT, dit-il, un invariant ou un covariant d'une forme 
f de n* degré, dont Oo, a, ,..., an sont les coefficients. Soient 
a^, a, ..., «n ; Poi Pi ••^ Bn , etc., les coefficients d'autres formes 
de même degré. 

Alors, par le théorème de Cayley , 

[U] n, = ..^+.,g+ , 

et 

L16] n, = P„S + p/^+ etc. 

seront autant d'invariants. Mais en continuant de la sorte, il 
est évident qu'à bout de r opérations semblables on finira 
pour faire disparaître de TT les coefficients (a) si TT était de 
jriitne degré, et on parviendra à une fonction TT^ qui ne con- 
tiendra plus que les coefficients (a), (P), etc. de r différentes 
formes. Réciproquement, on peut de la fonction TT^ remonter 
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à TT. Remplaçons, en effet, dans tt, les coefficients de la der- 
nière forme par ceux de Tavant-dernière ; on aura TT^-t' Si 
dans celle-ci on remplace les coefficients de TT,^, par ceux de 
la forme qui précède Tavant-demière on arrivera à 1,2 ... TTr-i . 
En procédant de la sorte on parviendra à 1.2 ...r.n. 

Remplaçons maintenant les coefficients a» By etc. par leurs 
expressions symboliques fournies par les r'<««» puissances de 
ax^ &x, etc. La fonction TT^ ne contiendra plus les coefficients 

de la forme /*,' mais les coefficients a^^ &|, de r fonctions 

linéaires. 

Si la fonction TT contenait des coefficients d'autres formes 
f^ on pourrait par la môme méthode la réduire à ne contenir 
que les coefficients a\ V^ etc., d'autres fonctions linéaires. Il 
s'ensuit que : 

Tout invariant simultané ou covariant (Vune série de 
fondions peut être exprimé comme invariant ou covariant 
d'une série de fonctions linéaires^ dont les puissances re- 
présenteront symboliquement les formes données. 

Mais comme nous avons donné plus haut la forme générale 
de tout invariant ou covariant des formes linéaires, nous pou- 
vons établir ce théorème fondamental: 

Tout invariant peut être représenté symboliquement par 
un aggrégat de produits de déterminants symboliques (ab); 
et tout covariant par Vaggrégat de produits de détermi- 
nants symboliques (ab) associés à des facteurs symboliques 
de la forme Cx . 

Ainsi donc tout covariant simultané d'un système des formes 
binaires 

[16] A=r(a,ir,+^j.r,)^ Bi==(fe,.r,+i;,a?,)^ C-'-ic^x^+c^œ^)^,... 
peut être représenté par une somme de termes de la forme 

[17] L (abr {nef (hcf a^r bx cî. 
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OÙ L est une constante. Il va sans dire que Tordre du cova- 

riant devra Être égal à la somme des exposants, r-f-^-j-^-f- , 

et que l'expression susdite devra être 
homogène et de degré a par rapport aux a , 

id. P id. b, 

id. T id. c . 

D'ailleurs le degré du covariant sera donné par le nombre des 
symboles a, &, c, ... qui y figurent. 

i60. On peut former directement des covariants d'après 
Clebsch par une opération qu'il appelle uéberschiébung ^ et 
que nous traduirons par translation^ en attendant un nom 
plus propre. Cette opération est représentée par l'expression 

[18] n.-3((pHi)*(pr*Yr*, 

où <p=(Px, ^='^x désignent deux covariants, et (cpip) dé- 
signe la puissance symbolique diflférentielle ( t^ ^ — i^ Z«" ) • 
En ayant égard aux expressions (6), la formule [18] est 
équivalente à celle-ci 

fioi nj= V.- .-. \ • 

*- ^ m (fi-lj ... [n-k+l) n (it— l) ... [n-k+l) 

[ d(p éTv __. d<Q rfni , . .Jt dtp rf <|i "] 

I k ' k ' A— ï ~ à— i » ' V '/ k k \ 

\-dXi dXi dXi dXf dX\ dXi dXo dXi J 

Ou aurait en particulier, pour ft=ril, 11 = 2, 

"~"^^^' ^* ^^ ~m» Ldx^ dxt dx, dxxA 

«PVl» (P"-' v'*-'= î f— ^^ - 2 -^- - ^-^- 4- ^ ! 

\^^) ^x ^x ^ (^_i) ^ (^_ij Lito^i etoi^ ^ ^j rfa-i rf4?i dxt^dxf ( 

Cela n'est qu'une transformation d'une application de nos 
intermutants aux émanants. 

Formons en eflfet l'émanant de <p, l^'i SS" ^'^*rf~) ^ 
<p étant toujours un covariant. Si on change par la théorie 
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des intermutants ic'i, x\ en 






autre covariant, il viendra pour nouveau covariant 

M. Clebsch montre ensuite -comment tous les co variants 
d'une forme peuvent être engendrés par la translation fueber- 
schiébung) de la forme donnée sur elle même ou sur quelques 
covariants déjà formés. 

iOl. Nous n'insisterons pas davantage sur ces recherches; 
car pour les approfondir il faudrait plus que reproduire les 
ouvrages des auteurs môme, Clebsch et Gordan. Nous n'avons 
voulu qu'en donner une idée suffisante pour éclairer le jeune 
étudiant dans la lecture de leur savants mémoires et pour 
leur faire savoir ce dont il s'agit par ces recherches. Nous 
terminerons ce rapide aperçu par la comparaison des formules 
de Clebsch et Gordan relatives aux covariants de la sextique 
avec nos propres formules N* 141. Cela servira aussi à facili- 
ter l'étude de leurs représentations symboliques. 

Désignant par f la forme donnée, voici leurs notations 
avec les nôtres en regard 












n 
A = 






6 



i& 



Notons que 13 et C sont les invariants de la forme biqua- 
dratique i; que A est l'invariant de la forme quadratique l' 
D est l'invariant de la forme quadratique m; et que F est le 
déterminant des coefficients des trois formes quadratiques /, 



m, n. 
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Cela posé voici ponr la sextique les 



5 invariants fondamentaux 



U; B=i4; Cei«; DeIio, ou D=(A(AWe^2D-| nc-| | ab« 

EeI,5, ou E = ((/•,/), f^),; 
et les 21 covariants fondamentaux 



'•MÎ H — Cg,,; F — 






i^^s^aî (H,0^- 



g),r=mEC,,5; (^«*): 



(i^) f\y) 

lî(^) H(y) 

i(^) f(y) 
/(«) «y) 



— ''ii'si ^i-^'4»ii ^ ^ ^'ï î 3 i ^ — '^eu 



_CiomÎ (^0 — 



eC,,,; (A/)-= 



fi^) f{y) 

i{x) l(y) 



= ^4,, 



:f CflM 



'P).=2 



(r,p).=2 



M= 



f(«) {{y) 
n(^) r?(y) 

/(*) «y) 
p(*) p(y) 



+ |C,,,--C,,,; (A^')4 = 2n-^3^i+|;>i^C,„ 



+ -3 C, , 8 — ^1 1 10 (H,0 - 



H(^) H(y) 



z. ^«15 



6 1» 



/t«) /1y) 



4 6^6 6)1 



cr,o, a -=2 



CAO, i\ = 



/ V i ' fi *'* 12^4'- T «r^4ii=:^'4î» » 



-C,,|, 



O I^> aiguës f, ff ne servent qu*à différentier eotr'eux les deux 
ooTariants Ce,e, ainsi trou?é8, qui sont essentiellement distincts. 



— — *^N/v\AAAAAAAAA/NA^*-^ 



NOTES 



Note à la page 4. 

Pour démontrer la formule [13] page (4), 

[1] Dy <p = 2 C [D^ <p] vp'*' Ml"** vp'"** Hi<«)''* ' 

[2] ji^^n,-{-k,-\- +hn,=y, 

^i + 2ft, + 3ft3 + -^mhfn—m, 

nous obseryeroDs que quant à la forme, si elle est vraie poar un indîet 
égal à n, elle sera aussi vraie pour un indice égal à n -f* !• 
En effet , comme on a D . (p ^= D . D (p, on dédait de réqnatioB 

précédente que si Ton différentie (D q,j^, ç et h, augmentent d*QB« 

unité, et que si l'on différentie V'^ , on obtient \|i^*^ •"~^ ij/'+^l^ ^'où 
la somme k. + k. restera encore la même. Par conséquent, la pre- 
mière des équations [2] sera vérifiée, et l'autre aussi; car ai Ton aviit 
d'abord 

m = ft, +2/;, 4- 37{3 + + ih. (^• + D * • ^ ^ + • • . n ft„ 

il viendra maintenant, on 

m + l = ft. + l+2ft, + + «ft^^ 

ou bien 

m + 1 == ft. + 2ft, 4-.. ?-(ft,-l) + (i+i) (ft..^,+ 1)4-... 4- mh^ 
= ft, + 2ft. +...«, 4- (»■ + !) ft.-^, + -.. + nft^— «4- j, 
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c^est à dire f» + l, comme cela doit être; ou bien, si la différentia- 
tion porte sur le dernier facteur 

m + l = ;ti + 2;t, + ...+m(ftm— l) + (w + l)^»^i 

en ol^servant que k . = 1, et ainsi on aura encore f» + 1 tout comme 

auparavant. 

Quant aux coefficients, ils se détermineront aisément en prenant pour 
(p{x) ot pour \^iy) des fonctions particulières^ par exemple: 

dont on sait déjà calculer d^avance le coefficient de y^^ 

La formule [1] renferme beaucoup d'autres formules données par 
Laplaco et par SchlOmilch. 



Note relative à la page 23. 

Lorsque (p a la forme : 9 = 2 a^ pTÎ>€ . ., où toutes les racines, à l'ex- 
ception d'une, sont au premier degré, on peut en déterminer la valeur 
au moyen de la formule [36] N. 8^ formule qu'on peut trouver directe- 
ment ainsi. 

On a, en supposant que l soit le nombre des racines a, p, Tf*^« 

où le 2* terme du second membrô contient une racine de plus que le 
groupe a^T* • «^s ^^ sorte qu'il en contiendra ^ + 1. De là on tire 

Pareillement on aura, en appelant v une autre racine, 

et ainsi de suite jusqu'à 

V désignant le nombre des racines du groupe a Pt • • • ui. 

Fkk DB Bruno — Théorie dss foruMt binairts. 20 
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Alora par .le lyatème d'éqaationB 

So'pt X=:5^j(— 1) a^ — Sa^^V-M , 

2a»pT V=s. (- l)'*'^«„^-(-l)'"'"*(P+ï-l)a.a^_,, 

multipliées alteroatiyemeat par + h — h ®^ additionnéea, on obtiendn 

2»V • M-i )'[vi<».+ V***»-^""*" *,-3«<-K«+" •+«'«(-Kp-ï+(p+'-ï '«•S.i- 

ou bien à Taide de* formules [7], N* 2, 
Ainsi on aurait 

ou bien 

2a4p^=;û^5^^^^_|.rt^5^^fl^^ 2«*PT=— «,54— «458— «3^4— «1^5— «1^«-7Û7^ ^tl 



Note relative À la page 38. 



M. Joachimsthal est parvenu à un théorôme plus général que celai 
de Borchardt. Voici son théo 1*0016. 
En posant 

1 1 1 I 



D=: (^iH-a,)« (^+04)* 



1 



1 



[1] 



(^i+aj» [h-\-a,)^ 



1 



1 



1 



1 









1 



1 



1 



• • •• • 
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^^ 1 

[2] T — 2j(^+ai) (/.+Oi) {t^+\) ' 

où le signe Z 8*étend à tons les termes qui se déduisent da premier 
en échangeant entr'elles les quantités /| , ^^ , ,t ^ » 

en posant 

[3] • f(t) = (/+a.) (f+a,) (<+aJ , 

on aura 

^ n(/»/, t ) n(aia, o ) 

[4] D = (1 r _-,,^^^j;— ^,;j--j — T . 

Cette formule, surtout aprâs la démonstration du théorème de 
Borchardt^ est évidente; car d*abord le dénominateur de T avec le produit 
/{ti) /(t ^reproduira le dénominateur du déterminant D. Ensuite 

il est aisé de voir que D est divisible par toutes les différences entre 
les quantités ^ et a séparément; ce qui explique Texistence de produits 
TT en / et a. 
D'ailleurs en faisant t ,=00, le déterminant D et la fonction T 

actuelle deviennent celles qu'on a étudiées, N* 27, puisque la partie 

dans le second membre se réduit à 1. On voit ainsi comment cette for- 
mule comprend celle de Borchardt comme cas particulier. 



Note relative à la page 66. 



Si Ton remplace, dans une fonction des différences des racines, les coef- 
ficients Oo'f diy (ht d^* respectivement par ^ot ^i« ^Sf ^^» la nouvelle 
fonction sera encore une fonction des différences des racines. En effet, 
malgré cette substitution, les indices restant les mômes, on aura encore 

Mais en appliquant Topération 6 à la nouvelle fonction 9 consi- 
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dérée comme fonction des ^i (lu (h> 9 ^^ Torta de la relation 

bSr = rsr^l (voir N« 32), on doit avoir 

il s'ensuivra &(p = 0, et par conséquent la nouvelle fonction sera bien 
encore une fonction des difft^rences des racines. 



Note relative À la page 108. 

Nous nous proposons de faire voir ici que la belle méthode donnée 
par Gauss pour calculer par approximation une intégrale n^est qu'an 
cas particulier du théorème donné sur les formes canoniques. Le grand 
géomètre a en effet démontré qu'on peut, en choisissant conTenablement 

m abscisses entre et 1 , calculer l'intégrale ( f{x)dx avec la même 

J 
exactitude que si Ton avait substitué à la courbe yz=,f[x) une courbe 

parabolique de degré %m — 1. Alors on aura: 

R. A^i) + R, /(«,) + R3 nsc,) + + R^ r[x^ =J * f{as) dx, 

Ri, Rj, R3,.... étant des multiplicateurs convenablement choisis en 
fonction des abscisses Xi^X^ X^y et /(x) désignant par hypothèse li 

fonction 

f(œ) = a-\-a^x + aiœ*-\- + a2m-i^^"*~^- 

Il faudra donc que Tégalité 

R.A-ï'.)+R,Ad7,)+Rsn-»3)+ +R«A-^J=«+|'+?+^ 

soit satisfaite, quelque soient Oi, Oj, 03, ...., a^„^j. Par conséquent on 
aura, en égalant les coefficients de ces mêmes quantités, 

R. + R, + R3+ +R« = 1, 

R, a;, -hR, a;, + R, a;,» + +R^aj^=i , 

R.ar,» + R,a;,« + R,a;3»+ +R^a:^ = ^, 

R.a;*''-'+R.a.*'»->+R,a.*'»-»-|- +r «.««-Cl .' 
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Or ce sont là les mêmes équations de condition que Ton aurait ob- 
tenues, si on avait eu à canoniser Téquation 



2m-l 



(2m— 1) 



x^""^ , (2w-l)(2w-2)ip*"*~^ . (w-ï2fn-2) (2»»-3) a?^"* 



1 



f 



1 . 2 



1.2.3 



•+(2''»-l)J-l+24i=0 



H- 



c*est-à-dire, à la mettre sous la forme 



R,(aH-a;/'"-'+R,(a?+a;,)*"-'+ +R^(a;+a;„)*"-'=0 . 

Par conséquent la détermination des inconnues (R) et (x) se fera 
comme il est indiqué dans le chapitre (4). 
Pour I7t = 5^ par exemple, â?i, â7s, x^ seront les racines de Téquation 



1 œ X* Cifi 

lli-^ 
2 3 4 

ii 1 i 

2 3 4 5 

1 J. 2 2 

3 4 5 6 1 

dont les racines seront 



= 0, OU 20.r' — 3007* + 12^ — 1 = 0, 



a?i— 2 ' '^«-2 ^2 r 5- ' -^3—2 2 r 5 • 

Ensuite par les formules du même chapitre on trouvera 



5 



R| -g- , Kj K3 jg . 



Par conséquent Texpression 

f{x)dx que si Ton avait 
. 
substitué kf(x) un polynôme entier de 5* degré. 



une 
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Note relative à la page 134. 

Soit avec Sylvester (•) <pi=:/ ( fl,i^,C, ••—^ ^ db * de '"*' ) 
fonction de deux systèmes d*élément8 (fl, i^,c,....) et ( 3^ i ^r ,-.- ) î 

et supposons que par le symbole q>^ on exprime généralement l*opéraUon 
de q) sur tout ce qui suit. Si v désigne une fonction semblable des 
deux systèmes d*éiéments, on aura 

[IJ cpt ^^t := (g, ^,)t + ( <pt ^, )t; 

où Ton sous-entend que les éléments-;- , -jz n*opèrent que aar les élé- 

ad do 

ments a, h, C, dans ce qui suit. Cette équation [1] est éyidenta; li 

première partie du second membre est indépendante de l'action de q» 
sur \)i; la seconde partie^ au contraire, en dépend. 
Nous poserons aussi 

<Pi 9i = <Pi 1 <Pi q)J q>i = <Pi <Pi=<P3 f 

et généralement \(p^ ) 9,1=9^. 
Il 8*ensuit que 

q>i''* q)!*** = (<Pi' + <f>if ' 91''* 91**" 91"*" = (9i' + 3q)iq^ + 9»)+ («) 
et généralement on trouvera que (91) =^ TT(/) X coefficient de t dasi 

T 

le développement de la fonction e , où 

de sorte qu*on pourrait représenter tous les cas par la formule 

Cette formule remarquable dont les premiers germes sont das à M. 
Cayley pourra nous servir à démontrer directement le théorème N. 76. 

(•) Philosophical Magazitiej 1866. 

(••) En èffel on aurait q)i » <Pi ^ 9i ' = 9i (91* 9i ) = 9 J (91* + W *^ 
— <p,t qjjï t + (<pjt q, Jt — <Pj3 + 2 <p, 91*^91 + (9i**"9i)'^ 

= <Pi^ "^ + 2919,1 + (cpi*'' q)i)^+ 9i'''9i= (9i' + 3<piq>i-|-<p3)t^ 
(***) En conTenant de changer dans le second membre les exposanls en indices. 



-311 - 
Si on pose, en effet, 

U formula deviendra e ■=e 

I 

Or, en se rapportant au N<^ 76, on a parle nouveau invariant Texpression 

0=<p(ao + (e^^— l)ao, ai4-(e^^— l)ap ..an+(e^^— l)an ), 

et, par la série de Maclaarin, 

=iJ5(.''-i)V,'=<,i'''-""'- 

Mais on vient de voir que généralement 

€6^ ^(ô*^— l)<p 

e <p=e • 

Donc le développement de pourra se représenter par 

Partant si la fonction sur laquelle b opère est un invariant tous les coef- 
ficients de € doivent s'annuler car dans cette hypothèse 69=0. C. Q. F. D. 



Note relative à la page 186. 

A l'aide de la propriété que Cq est un peninvariant nous démontrerons, 
en suivant une idée de M. Caylej, que la somme des coefficients numériques 
dans chaque fonction Co^ Cj, C« ... Cm est nulle. Observons d'abord qu'en 
yerta du théorème N. 74, puisque la fonction C^ est isobarique et 
satisfait à l'opération 6 = 0, la somme do ces coefficients numériques est 

nulle dans C^. Ainsi en supposant qu'on ait Cq = Z A Oq^ ai^' et^^*,„an^'*^ 

(A, ai Oh—'Ï \ 
€| — + 2€j — + ... + n €« ; et si Ton 
^1 di On I 

suppose que a,- se change en \i a,-, en posant tr égal au poids €1 + 2€« + 
... -f-ncii de chaque terme, on devra avoir en vertu de l'équation 6=0, 
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ir 
Z A - = 0, oa Z A = 0. En second lieu observons qne les fonctiou 

C|, C|, etc. se déduisent (V. N. 110) de Gq par les opérations b efiectaén 
succoBsivement sur C^, Ci, etc.^ opérations par lesquelles Cq, par exemple, 

deviendra 

Z A €«-1 - - + 2€»-2- — ; + 36ii-3-- — ;+— + «€o-" * 
\ a«— 1 an— « a«-3 flo/ 

Mais si nous transformons encore a^ en X^ cette somme deviendra 

X Z A (€n-l + 2€n-â + ... + »€|) . 

Or^ en observant que la quantité entre parenthèse est = 

{fi — ;^) €n + [n — ;* — 1) €n-i + (« — n— 2) €«-i + ... + n — €« 
ou bien, puisque la fonction est homogène, de degré r par hypothèse, 

= »r— [«€n + !^ — l)€n-l + («— 2)€n— f + ... €i] = HT — IT, il s'enSUit 

que cette somme deviendra \[nr — trjZA et s^annullera avec ZA 
comme avant. 



Note relative à la page 235. 

La formule C (r, 2, r) = {( a?*" )) r, tz — -r , après ce que noos ayons 

montré au N. 96, nous apprend rien de nouveau. Mais on peut toutefois 
remarquer abondamment que par les dénominateurs 1 — a?, 1 — a?*, il n'j 
a que deux covariants: la forme et l'invariant quadratique, qu*on peut 
considéror comme un covariant d'ordre et le degré 2. 



Note relative à la page 237. 

La détermination du nombre dos covariants indépendants appartenant 
à une même forme, à partir du 5* degré, présente beaucoup de diffi- 
cultés, si Ton veut 8*abstenir d^avoir recours à Tanalyse symbolique 
dont M. Clebsch et Gordau ont fait un si brillant emploi. M. Cajlej 
espère y arriver en considérant les sources des covariants. Si Ton trouve 
les sources inde^pendantes, se dit-il, on déterminera par cela même 
quels sont les covariants indépendants. Voici à ce sujet un extrait d'une 
lettre quMl m'a fait Tlionneur de m'écrire. 

<« Au lieu des covariants je considère les seminvariants (les coefficients 
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des plas hautes paitsances de œ dans les coyariants mêmes) : en ^cri- 
yant, poar abréger, 

a = a. A = a'd* — eabcd + Aaà^ + 4bH — ZàV, 

y:=zac^b\ I =ae — ibd + Se\ 

b = a^d^3abe + 2à\ J —ace — ad^ — b^e + Zbcd — c^, 

€=«»<?- Aa^d + 6ab*e - W. 

Le système complet des se min variants de la cubique serait a, f, 6, A, 
pour la cubique ; a^ y, 6, I^ J pour la quartique. Il s'agit de déduire ces 
systèmes complets des seminyariants donnes a, t»^» a>Tt^>€* 

En considérant d^abord la cubique ; partant des équations a = a , 
T = ac — i^', 6 = à^d — Sabc + 2^ ; en j écrivant a = 0, on obtient 
Y = — J', 6 = 2^: éliminez by on obtient ô' + 4t3 = : substituez 
pour fyby les valeurs complètes ae — b*, a^d — 3a^^ + 2^i ^^ ^ 

6« + 4t3 = a« (a«<f* — ^bcd + 4ac3 + 4^(^ — 3* V) = a» A ; 

de là le nouveau seminvariant A . 

Partant de a^ti^iA, écrivez a = ; cela donne t = — ^'» 6 = 23', 
A = 4^(^ — 3^V; en essayant d'éliminer {JbyC^d)^ on n*obtient pas de 
résultat nouveau : donc on a (a, ti ^i A) pour système complet des sem- 
invariants de la fonction cubique. 

Considérons à présent la quartique; partant des équations a=:a« 

T — acb\ h=.a*d — Sabc + 2^, c = a^e — 4aW + 6ab*c — W ; écrivez 
a = ; cela donne y = — - ^S ^ = 2^» € = — 3^*. ^a a comme au- 
paravant &'4-4y3 = 0, ce qui donne A; d'ailleurs on a encore 
€ + 3t' = 0, ou, en substituant pour €, t ^^^ valeurs complètes^ 

€ + 3T» = a«((W — 4Jrf + 3c«) = aM 
ce qui donne I. 

Partant de a, f, ô, €, A, I, en écrivant a = 0, on a" t = — b^% 
6 = 2^, €- — 3^», A = Ab^d — Wc\ l = — 4bd + 2c\ En éliminant 
b, e, dy on obtient A — T^ = ; donc, en substituant pour A, Ti I les 
valeurs complètes, 

A-''fl = a{ace — e(^ — !fie + 2bed — c^:=aJ^ 

ce qui donne J. L'équation c = a^I — 3i^ fait voir qu'on doit rejeter 
V; l'équation A=zyl + aJ fait voir que l'on doit aussi rejeter A. On 
a donc les seminvariants a, Tt ^i I9 J • Écrivons a'=o, cela donne 

Y=— J», 6 = 2^, I = — 4M + 3c% J^ — b^e + fibcd — tfi. 

En cherchant à éliminer b, d d, e^ on n'a que le résultat ci-devant 
trouvé b'-|- 4x^ = 0, ce qui donne A, et n'est pas ainsi un seminva- 
riant indépendant. Donc on a a, ti ^« h,'^ pour le système complet des 
Mminvariants de la fonction quintiqae •'. 
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Note relative à la page 238. 

COVARIANTS DE LA (^UINTIQUB. 

Diaprés Gordan, les invariants et coyariants fondamentaux de la qain- 
tique sont an nombre de 22, que nous représenterona ainsi: 



Il Is 

Cl, 5? Cl, 7; Cl, Il C|,i8 



Cf 1 1 ; Cj , e 



c,. 



I» I.. 

Cjitî Cl ,5; 

C5 1 8 2 C5 , 7 



Cb »i 



Ce ♦ « ; Ce , 4 

I d d \^ 

Or on a C,,j= Invariant quad. (^'^+^'^1 ^» 

63,3= Invariant cab. 



(*'aî+«''^i -^' 



,-^r 



Ce , s = Hessien d» la forme ; C| , « =^ Hesaien de C3 , 3 . 
C4 , 4 = Cf,i opérant comme intermutant bot Ce , s , 



C3,5 — 



C|,7 — 



Ce,4 — 



C7 ,5 — 



Sis 


c'<») 

Sis 


3iS 


C'(v) 

3*3 


115 


Ii5 


c'(«) 

Sis 


SfS 


Sis 


Sis 


61S 


61S 


C3J3 


C3,3 


Ce; s 


Ce»» 



Cj ,3 — 



Sis 



s>o 



cl») 

Sfe 

cw 

S16 



Csjs — 



/(x, / 



Ci, 7 = 



C4 1 e — 



*9t 



Sirt 

c'(») 

Sis 

4»4 



(Sf) 
SyS 



/ 



(y) 



cw 
c'(») 

Sis 

4*4 



Cj , 3 — 



r 

c'o C 

61S 



(y) 

Cil 
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Quant aux invarianti, on les trouve aisément en obserrant que 

I4 = Inv. qoad. de Ct , s , 

I9 = Inv. quad. de €4^4, 

lis "=■ Discriminaot de €3^3, 

Ii9 = loT. cubique de C4 , « . 



Note relative à la page 279. 

On appelle invariant absolu toute fonction des coefScients de la forme 
qui demeure la même par une substitution linéaire quelconque. La 

fonction rationelle — (où pq=.rs) est évidemment de ce nombre. 

Ir 

Une fonction de termes semblables aussi. 



[2] { r = qx' + qY+q"z\ 

Z' = rx' + ry + r"z' . 



Note relative à la page 333. 

Soient les deux systèmes de variables 

!x-p X + q Y + r Z, 
P=,p'X + q'Y'+r^Z, 
z = p''\ + fY + r'Z , 

( X' = px' + py + p"z\ 

l 

On voit que les coefficients du 2* système sont ceux du premier, sauf 
Tordre suivant lequel ils sont écrits; ils se correspondent dans le sens 
respectivement horizontal et vertical. Dans ce cas on dit que les variables 
x\ y' z' sont transformées par une substitution inverse (*) , et les deux 
systèmes s'appellent contragrédients. Nous avons un exemple de système 

a 
contragrédient dans le système des dérivées -^ , etc., par rapport au 

système (1); car on a évidemment 

d d , d d 

[31 ) d d , , d , „ d 

dZ'^^'dx'^^ dy'^^ dz ' 



(*) Les allemanda l'appelleai tramponirtê. 
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d d d 
Ainsi les symboles -^— , -^ , -j- seront transformés pmr nne sabi- 

titotion inverse, toutes les fois qu'on transformera linéairement les 
variables x^ y-t %• 

Observons maintenant que, si Ton résout les équations [2] par rapport 
à af^ y\ 7f^ on en déduit 

A^' = P X' + Q Y' + RZ', 
Ay' = P"X' + Q'Y'+RZ', 
A^' = P"X' + Q*Y' + R^Z' , 

A, P, Q, R, etc. étant le déterminant et les déterminanta mineura de 
la substitution [1] correspondants à ;?, q^ r, etc. 
Dans le cas particulier de deux variables on a 

[5] I ^ 6] ^ '^^'d'oùp] I ^ ' ' 

Remarquons que le premier système pourrait être mis aoua la forme 

y= ?'{Y)-y{-x), 

--a? = -S'(Y)+|>(-X). 

c^est à dire que le système [y, — â?, Y, — ^X] forme un système con- 
tragrédient à â;, y, X, Y. 

Cela posé, nous appellerons contrevariant une fonction / (Oo* ^,— . 
On , X, y) qui satisfait à l'équation 

[9] /(Ao, Al,..., A«, yi,Y)='pq'-^p'q)^/{ao, «!,...,««, ?'X—pT,pY-çX), 

où Ao, A|,..., An désignent les nouveaux coefficients qui résultent de 
la forme lorsqu'on y fait une substitution contragrédiente 

[10] x = q'X-plL,y=--qX + pY, 

Si dans la forme donnée / supposée fonction de x\ y\ on faisait 
la substitution [7], on voit que par rhomogénéité de la forme, le résultat, 
à part remploi indifférent des variables, serait le môme que celui que 
fournit la substitution [lOj. 

Mais, si l'on remplace X, Y par Y, — X, on aura 

/(Ao, A,,..., An, Y^'-X)={pq' — p'qf /{«o, «i ,...,«» . y, —x), 

ce qui démontre qu'on peut obtenir les contrevarîants en changeant x^ y 
en y^ — x dans les covariants. 
Ainsi, puisque tout évectant 

„ dl n-i dl , n-i ^ dl \p 



— 317 — 

est un coyariant, en faisant le changement ci-dessas, on aura an contre- 
variant dans l'expression 

L*idée de la rédaction des contrevariants aux covariants est due, selon 
SylTester, à M. Hermite («). 

En général an contrevariant serait une fonction <p qui, par la substi- 
tution inverse, satisferait à l'équation 

<P(X',Y',Z')=A^* <p(a?',y'^T; 

et il est évident que Tinvariant d'un contrevariant est un invariant de 
la forme primitive. 

M. Aronhold a aussi introduit Tétude de fonctions qu'il appelle Zwi" 
schenformen (**), et que nous pourrions désigner avec d'autres auteurs 
par covariants mixtes. Ces fonctions, en employant en même temps les 
deax sabstitutions [1] et [2] satisferaient à l'équation 

Y (X', Y\ Z', X, Y, Z) = A^ V {x'y y\ z\ x, y, z). 



(*) Observations on a new theory of mnliipliciiy, by Sylvester. — PAtftosopAJcal Uaga- 
sine, 1852. 
(**) Aronhold ^ Théorie der homogenen Pnnctionen dritten Orades. Journol de Crellê'^^ 
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TABLE IV 



TABLE DES INVARIANTS ('). 



Forme dm secoad degré* 

aœ* + 2 bxy -}- cy* . 



1 = ac — &* , 
en fonction des racines 

I = a%(a-B)». 

Forme dm troisième degré. 

aoc^ + 3 bx*y + 3cj:^' -}- rfy' 



I = a*(i«— 3&V+4ô»rf-f4ac«— 6a&cd = (ad— ôc)«— 4 (ac— &*) (&d- 
Si la forme était 
a^+&aî*î/-f ca?2/*4-di/* 1 = 18 aôcd— 4 ac'— 4 ô»rf-f ô*c*— 27 a«d^ 
en fonction des racines 

I = a% (a - B)Ma - T)MP - T) V 



Forme du quatrième degré. 



I,= ac — 4M4-3C* , 

abc 
I3 r= ace 4" 2&crf — arf' — h^e — c^ = hcd 

cd e 
Discriminant = Ig*— 271,' 



a 



~ I3 (") = (a-p)' (T-b)* [(a-b) (P-T) - (T-a) (p-b)] 

-r (a-T)' (P-b)' [(«-P) (T-^) - («-^) (P-T)] 
+ (a-b)» (p-T)* [(T-a) (p-b) - (a-p) (T-b)] . 

(*j Le symbole \p désigne riuvariant de degré p de la forme dont il s'agit. 
(*») Si l'on pose ^ = (P-t) (a-5), j9 = {T-a) (p-b), C=[a^^) (t-M 
il viendra 
1 



a 



3 I3 = ii« (^-C7) + j9î [C-A] 4- (7^ (A-i9) = [A-B) iA-C) [B-C] , 



TABLE IV* 



Forme 4« clsqulème dcgré« 



eux? + 5&a?V + 10 co^y"^ + 10 dx^y'' + 5 ext + /i/* 



en posant 
= 2(V— 4cc4-3rf«), B = ar— 3&e + 2cd, C=2(ae -4M + 3c*). 

— 9&V + 12&CV+ 76&cde — 48 [;d' — 48c^6' + 32c*ti« . 



4-1 aVdr 


+ 78 ac*d*e/- 


— 30 


abcd''e* 


— 38 


6»dY 


— 1 a*ce*f* ^ 


— 48 a*cdV 


— 9 


abd^e 


-J-38 


6»d»e« 


-3 rt'd'e/"» 


— 27 a*deY 


— 17 


ac^f* 


+ 18 


b*c'r* 

• 


-t-5 a»rfeY 


+ 18 a*d*e* 


+ 93 


ac*def 


— 30 


b*c^def 


-2 aV 


+ 5 «&»c/^ 


— 38 


ac*e* 


+ 38 


b*c^&' 


-f 1 a*b\lf 


— 5 ab'der 


— 42 


ad'd^f 


+ 8 


h*c*d»f : 


-1-1 a«&Vr 


— 30 abce/" 


+ 8 


ac"d*e* 


+ 25 


1*0*0*6* 


— 3 a*6cT 


— 34 ab*cd*r 


+ 6 


aà*d*e 


— 0/ 


b*cd^e 


■{-\la*bcdeP 


+ 133a&*cdeY 


— 2 


6Y' 


+ 18 


b*d* 


— 5 u^bce^f 


— 54 ab*er* 


+ 15 


b*cer* 


— 9 


b&ef 

1 


-i- 12a»MT 


+ 18 «ftM'e/' 


+ 18 


b^OT 


+ 6 


&c*rfv i 


— 30 a*bd*e*f 


+ 3 ab*d:'e'' 


— 54 


b*de*f 


— 57 


&c*de* 


-{- \5a*bde* 


+ 78 a&c='d/^ 


+ 27 


b*e* 


+ 38 


dc^d^e j 


+ 12aVer 


— 18 «bcV/* 


— 48 


b'c*dn 


— 24 


1 


— 21 oVd'r 


— 2\0 abc*d*ef 


+ 3 


b'c*e*f 


+ 18 


C«e* i 


— Zia*c*de*r 


+ 106rtJ>c*de» 


+ 106b»cd*e/" 


24 


&d?e 


— 22 a*cV 


+ 96 aôcdY 


— 81 


Wcde^ 


+ 8 


1 



TABLE IV* 



Si Ton pose 

a = M/"— &e* + 2crfe — cY — rf' 
3b = ad/'— ae* — &c/*+ bde + c*e — ct^* 

3c = acf— ade — dV+ ôd' -4- ^^^ — ^*^ 
i = ax:e^ad^ — b^e + 26cd — c' , 

on a 

I, = ^(bd-c«)+5(bc— ad)-t-C(ac — b«) . 

Le discriminant de la forme quintique est = 



+ 1 aT 


+ 5760 a^cd^e^ 


+ 6400 ac^e^ 


— 20 a^ber 


+ 3456 a«dY 


+ 5120 acW/* 


— 120 a*cd/» 


— 2160 a«d*e* 


3200 ac^d^e^ 


+ 160 a'ce'r 


— 640 ab^'cp 


+ 256 b»/^ 


+ 360 a'^d^en 


+ 320 ab^'den 


— 1920 2/*cer 


— 640 a'de'/* 


— 180 o&'eY 


— 2560 b'd^r 


+ 256 aV 


+ 4080 ab^c^er 


+ 7200 &*deY 


+ 160 a*&*dr 


+ 4480 ab«cd»r 


— 3375 b*e* 


— 10 a*ôVr 


14920 a&'cdeY 


+ 5760 b^c^df* 


+ 360 a*ôc«r 


+ 7200 ab^ce' 


— 600 b^c'eY 


— IHO a^bcdep 


+ 960 a^^M^^/- 


— UOOO b^'cd^ef 


+ 320 a'ôceY 


— 600 ab^d^e^ 


+ 9000 ft^cde^ 


— 1440a'M^r 


— 10080 a(;cM/^ 


4-6400 &^dY 


+ 4080a«M'eY 


+ 960 abc^e^f 


4000 b^d^e^ 


— 1920a»&de* 


+ 28480 afcc'd'e/' 


2160 &V/^ 


1440 a*c'er 


— 16000 a&c^de» 


+ 7200 b^c^def 


+ 2640a*c*d«/^ 


11520a&cdY 


— 4000 &W 


' + 4480a»cMeY 


+ 7200 abcd^e^ 


— 3200 bVdY 


2560 a Ve* " 


+ 3456 ac^^r 


+ 2000 ^;VdV 


10080 a'cd^^r 


— 11520 ac^de/* 


t 

i 



TABLB nr' 



L'Invariant L, est = 



it 



— 1 a*(?«<^/* 
+ 2 a^c^de^P 

— 1 a^d'e^r 
+ 6 a^cd^ep 
— 16 a'^cd'ep 
+ 14 aVrf<?y 

— 4 a*^/-* 
4- 11 a*<^V*/* 

i — 10 fl*rf»f*/ 
+ 3 a*<f*tf« 
+ 2 a^b*cd*p 

— 4 d^b^cde^'P 
4-2 o^hHe^p 

1—6 Q}bH^eP 
4- 16 a'^y^dl'é'p 
— 14 a»^»(^<ry 
4-4 a'^V 
4-6 a«6c»rf/* 

— 6 d^h(?t^p 

— 50 a^bi^d^ep 
4- 82 a^bcHep 

— 32 a'''*(?*(îy 
4- 36 a'^c^l/^ 

— 30 a'bcé^é^p 

— 30 a^bcd^e'f 
+ 24 a»^(?rf^ 

— 28 a^^rf^ér/' 
4- 50 a^M*^y 



-22 a»6rf'e=^ 

— 4 a^c^P 
4-36 a»(:*<;?<f/'» 
-16 (iV<?y* 

— 22 aVrfy^ 

— 50 a^cH^é^p 
4-16 a^ca^^y 
4-16 aV^ 
4-54 a^d^d'eP 
4-46 à'd'â^ef 

— 60 a^cV'f» 

— 6 a^ciijy * 

— 70 aHâ^d^f 
4-56 a»(?ef*(5* 
+ 18 a-^rf'^f/ 
-14' aWtf^ 
- 1 a}b>^dp 
4- 2 a'b^de^P 

— 1 a«*vy^ 

— 16 an^cHp 

4-16 à^b^c'eV'' 
4-82 a*b»cd*ep 
-l22a*lPcdé^P 
4-50 a«6»(jfy 
-16 a'6*rfy» 

— 14 a^b'^d'e^p 
4-60 a^bWe\f 
-30 aV^ 
4-11 a'^*cy* 



— 30 a^b^c^dep 

— 14 a'^wy 

— 50 a^b^cH^P 
4-168aVc«rfV/* 

— 48 a^bHHe^f 

— 4 a'* W 
-48 a^b^cd'ep 

— 2 aVcd^t^f 
4- 6 a^b^cd'e^ 
4-62 a»**éfy* 

— 90 a^bH'^eV 
4-39 fl*6»rfV 

— 28 à^bc^eP 
4-54 a*^c^(^y^ 
-48 a'^bc^de^'P 
4-112a*^(?«fy 
4-82 a:b(^d?ep 
— 170 a^bd^d^é^f 
— 104 a*^d?Wtfî^ 
— 108 a^bc^d^p 

— 42 a-bc'd^e^f 
4- 293 a^bc*(t'^e* 
+ 242 fl*6c(? 'f/ 

— 294 a*6(?rf^»tf3 

-72 a»6rfy 

4-78 fl'M"(î* 

— 6 aVrf/» 
4-62 aV(?y* 

— 108a'c=^(/*(?/*' 



— 164 aVrf<?y 
—24 aV(î» 
4-63 a'(?'rfy« 
4- 394 a»c»^<fy 
4-194aV(^>* 

— 324a*c»^'f/ 

— 440flVé;?V 
4-78 aVrfy 
4- 428 fl V*rf«^* 
— 180 aVéf''^? 
4-27 tf'rf«o 
4-14 fl6»C(f/* 

— 14 ab^ceP 

— 32 aér*rfV/3 
4-50 a^»i^/* 
-18 fl6»(?y 

— 10 fl6*ry» 

— 30 ab^cHeP 
4-60 ab'c^èP 
-48 ab^cd^^P 
4-16 ab^cd^p I 
4-38 ab'cde^f 
—36 a^T(?« 
4-112ûM/fV/» 

— 204rtMrf'«y 
4-102û^W'(ry 
4-50 rt^V/y^ 
+ 46 air^c^dp 

— 2 alr^c^dd^P 





TABLE 


5 IV* 




(Suite.) I,, = 






-204 al^c^e^f 


-ifTmabc'd^e^ 


+ 308 6'^(?rf«éjy 


+ 78 >«cV/* 


-170 a^fid^ef 


- 342 fl^(?3rf«/ 


-234 hHd^ 


+ 428 * Vrfy« 


+ 308 ab^cHé" 

• 


- 804 abi^d^e^ 


— 24 &5^/« 


— 516 b^tfdeV 


+ 42 ab^cH'eV 


+ 506 aJbd^dPe 


- 4 y'rf^tf y 


+ 4 b^ife^ 


1-164 û^Ve^/^ 


— 90 a^(?^ 


+ 32 è'^i^^ 


- 804 fr Vrf»</ 


+ 674 aif'cd'^e'f 


— 72 flc*</« 


+ 56 **(?*((/» 


+ 550 b^d^d^t^ 


-590 a^(?flP<?* 


+ 78 acHV^ 


+ 39 ô*(:*tfy* 


+ 392 ^*(:*rfy 


-128 fl^^^V 


+ 224 fl(?'rf^y 


+ 298 ô*c3^(?/* 


+ 1396Vrf*^* 


+ 138 aV^â^^ 


+ 16 acV 


— 590 &^c»(;<ry 


- 354 ^c^rf^tf 


P 70 a* Vrf/3 


— 342flc«éf3<f/ 


+ 32 h^e€^ 


+ 83 b^c^d^ 


- 90 fl^VtfV* 


-220û(?WV 


+ 194 &*(?'^y* 


- 180 ^^rf/« 


-42 ab^c^d'eP 


+ 106 ac^é^f 


-652 6^(?«(f8^y 


+ 48 btreV 


+ 674 ab^c^dt»/ 


+ 392 ac»rfV* 


+ 713 h^cH^t^ 


+ 506 ^c^rf<?y 


- 4 tf ^V»tf« 


— 222fl(?*(^^ 


+ 136 ô*C6p<f/ 


-56 bc^d<^ 


+ 394 ab'^c^d^p 


+ 40 fle^s^ 


— 246 b'cd^i» 


'-'i!i2 bc^d^f 


— 652 a*Vrf*(?* 


- 4 h-^df^ 


+ 16 ô«rfy 


- 354 Vrf»<?« 

j 


— 714 ab^cWe'^f 


+ 4 i/vy^ 


+ 4 6»rf"^' 


+ 330 bc'-d^e 

1 


-498 abHH^ef 

1 


+ 3 b^cV^ 


— 14 6»cy^ 


— 72 bc^d'^ ' 


'+ 1246 ab^H^e 

1 


+ ÎM è^C^fé/s 


— 294 hHHeP 


+ 27 c«y^ 


+ 224 û^'ctT/ 


-30 6«c<?y* 


+ 138 ftVify 


-90 c^def li 


— 510 û6*crf«tf^ 


+ 16 &«rfy3 


— 440 6V*rfy* 


- 4 c»^ 1 


1+48 rt^^^ZV 


— 4 b^d^e^^ 


+ 1246 b^c'd'^eV 


+ 40 (fd^f 


1+18 a^r/^ 

1 


-36 ^''(^(jy 


— 246 &3ç*(f^ 


+ 83 c«rfV 


+ 242 ab&dep 


+ 27 &«e« 


+ 206 ftVef'^/' 


— 72 cul^e 


— 128 a^cVy 


— 104 h^cdr'ef^ 


— 866 ft^c-^^^» 


+ 16 (?'(«« 


-324 û^é:-'^y^ 


— 22 ô^c3^/3 


--220 b'c^d^f 




-498 abcd'eV 


60 h^cH'P 


+ 550 Ô8c*(f-'(î* 


1 


+ 136 û^(?'rf^» 


+ 6 bHHe'^P 


56 bHd'^e 


j 


+ 1078 a6c»éf V/ 


+'l026V<ry 


— 4 6 '(f 9 





TABLE IV 



L "Invariant I,.= 



1 a'rfV^ 
5 aPd'^p 
10 fl'rf^r/* 
10 flV*«V8 
5 aPdt^p 
1 aV*'/ 
15 a'^hcd'P 
60 a^Udi^f- 
' 90 a'hcd'e^f^ 
60 a'hcdé'P 
" 15 ahcd^p 
• 10 a^hd^ep 

- 35 a«MV/* 

- 40 ahd^e'P 
' 10 ahdH'P 
' 10 a'*/7rftf/ 

- 5 a«fttf" 

- 1 avy 

- 15 a'crf^»/' 
. 10 a^c'ep 

- 90 o^c'dH'^P 
' 120 a^'c^de^n 

- 40 a wy=* 

- eoa'^c^dep 

- 30 O'c^d'èT 

- 180 cCcHHp 
h 120 wx^de'P 

- 20 a'(?v/ 

- 15 €ù^cd*p 

- 110 a'^edeV^ 
h 2t55 a^'cd^rP 

- 200 acd^en 
h 65 a^cd^éf 

- 10 fl C(ftf«o 

h 45 aV<?y* 

- 100 fl«rfry • 

h 81 a«<f'<îy« 

- 30 fl"rf'(î / 
f 5ûV*e* 

f 10 a'^»rf»/'' 

- 40 a^b'd'e^r* 
f 60 a^h'd}e^p 

- 40 a^h'df^p 
f 10 a'^*^'^/» 
f 5 û'-^Vl/' 

- 60 ab'&'def' 
f 40 a^b^c'e'n 
f 90 aH^cd^f 

- 90 a^-cHe'P 
f 30 à^hH^f^p 

- «10 ab'cd^eP 
V 120 a'^V'Cd'&p 
h 3C0 Q^bHdH'^P 



— 420 a:^y^cdé^p 
+ 130 a**^c<?o/ 

— 5 a^¥d\P 
+ 195 a^^d'éT 

— 315 aJ'h'd'e'^p 
+ 40 dù'h^dep 
4- 165 a^'d^erf 

— 75 a**'rf«"» 

— 10 aVycV/» 

— 60 a''bc'(S^p 
+ 210 (f^bc^deY' 

— 110 rt*C*tf«/^ 

-h 60 a^&'d^ey^ 

— 360 aV)cdep 
+ 240 a^hô'é^p 
+ 30 abc'ép 

— 210 ab&d'^P 

— 180 abc^de^p 
+ 1140 dbcHHp 

— 870 or^bd^dt^f 
+ i:^ a*A(;«é?»«' 
+ 310 a^^bcdep 

— 240 a^^bcd'^èp 

— 390 Or^bcdeV^ 
-h 280 a-bcd'ef 
-h 30 (C^bcd^e^ 

— 180 a-^rf/* 
+ 300 a-'*rf <?«/^ 

— 120 aVfd^e^f^ 
+ :^ a ^^<?/ 

+ 15 ««^(J rf/« 
+ 5 aHep 

— 30 d'C'de*p 

— 270 a^i^dèp 
+ 196 û»(?-é?/< 
+ 225 d'c^d'é^p 
+ 615 a>c^^t'f' 

— 660 d^c^de^'p 
\ + 45 ac*<?*'/ 

— 120 à>e^ep 

I ~ 220 Q^c'd^ep 
I — 980 d-rd^rr- 
i + 1320 aVwW 

~ 2(50 aW/<î» 
' + 60 aT*rfy» 

— 500 flVW <îy » 
-f 2i?îr) ^-v'rf^YV* 

— 19î^ arWW 
4- 370 a»é;W'f* 
-h 360 fl rrf-<?/ « 

— 1320 drd^tp 
4-1110 drd^'é^f 



4- 
+ 
+ 



4- 



4- 
4- 

+ 

: 4- 

I 
I 

: + 

' 4- 

4- 



4- 
4- 

4- 
4- 

4- 

4- 
4- 



+ 

4- 
+ 
4- 

4- 
4- 

+ 



210 a^^^Tf' 4- 

81 dd'^p — 

270 a^d^t^p 4- 

225 a-^rf^^fy — 

45 d'de^ ; — 

10 a^b'cp ' 4- 

90 a-l^c^dep 1 4- 

60 db^d^&p ! 4- 

120 a^b^ dp i — 

90 r/>**(:rf «'/^ — 

110 ab^d^ep — 

50 a^b^d^é'p \ 4- 

240 a'^bd'e^P : — 

280 a^^de^p 4- 

90 fl ^» W _ 

35 dV^c^fP 4- 

30 a'bc^d'p — 

120 a** c rf<?y' ; - 

50 d'fMep I — 

60 dbc'dep 1 — 

360 ff*^ cWe/** ■ — 

210 a'bc^eV' 

270 a'b cdSp 

575 rt^* r^'<?y * 
1700 a^b cd ep 

480 abcd'eP 

670 dhcde^f 

315 û*^rc»" 

()K3 oHrdep 

540 r/ V> //*(? /i 
1515 a^Pd^eP 
2080 a'hd^eJf 

705 </Vy //V»* 

110 Q^h'c^dp 

195 a^h'cep 

210 o^b'c^deP^ 

575 db'c'd&p 

660 a*b'c*e^p 

225 a^b^c'ép 
\\m db'cWep 
14 10 a^b'&defp ■ 

75 a^h'c^e^f 
19()5 a'b'c'dfP 
6000 a^b'c'd^t'p I 
7050 fi^br'd'étf^ I 
300() a'b'c^d'rf 

2<)5 a^b-r-dé»» — 
14V0 a^b'rd^p , — 
:«10 a^b'cdep — 
Z\U) a^b'rd fp , — 
1795 db'rd*(^'f \ + 
ISOO a^b'cdt'' 4- 

2A0o'b'dep + 



+ 
4- 
4- 
4- 



4- 
4- 

4- 



4- 
+ 

+ 

4- 



4- 
4- 
4- 
4- 



30 a^'d:^é^p 

870 a^b'd^tV 
6\iya^b'de'^ 

45 a**c'/'* 

310 d^bédêp 

m^a^b&^ép 

120 dbc^d^^ 

\ma^hcd'é^P 

22\0 a*bcde^P 

960 a^bi^e^p 

11700 a^bc^dtp 

154;^ a^bcd^é^P 

27tK) a^bc^def 

5:)5 a^^cV 

780 a^bc^dp 

14040 a'b&'de^P 

106ÎK) a^b&'d*e*f* 

3220 a*b&'d'&/ 

570 a^bcWe* 
5840 a^hc^d^ep 

5Î40 rt^dc^e^ ^y* 
h^:ida^bcH¥f 
12K) a^bc'd^e^ 

990 a**rrfV» 
3150 a^bcSé^P 
3600 a^bcdre^f 

KAv) (Obcd'e* 

{H'idfd'^fp 

mui^bd^é^f 
Ah dbd'e' 

l«î) ary/' 
(50 rt'rWy^ 

l420rtVV<5*/* 

2r; rt^ w/» 

780 rtV 4 r/* 

57()0 «*r //V/3 

2945ffVrf^y* 

i:)90fl»rry 
7020 a'cWp 

180 r;^r rf'^y* 
1275 ^/VW/ 
lllOflrrf^ 
3120 ^/Vrf ^/=* 
:i900 rt*(:rf W* 
1240 a^c^d^tH 
3155rt*r«rf'f 

515 flV'rf/* 
2920 </ VrfVV"* 

910flrV'*<fy 
4300 «y V/*<^' 

675^r*rf»/»/* 

ftlO flV'rf r/ 
2940 fl»c«£f f^ 



TABLB IV '^ 



— 135 

— 990 
+ 135 

+ 



+ 
+ 



10 
60 
40 
40 
30 

— 40 
+ 180 

— 360 
+ 240 
+ 360 

— 360 

— 196 

— 660 
+ 1840 

— 1040 

— 180 
+ 216 

— 265 
-f 315 
-h 180 
+ 1700 

— 1840 

— 615 

— 1350 
+ 1560 
4- 135 
+ 2210 

— 4100 
4- 6000 

— 4880 
-f 990 

— 25 

+ imo 

— 10755 
+ 9875 

— 2845 
-f 100 
-f 240 

— 540 
-h 220 

— 6000 
+ 4100 
-f 1340 
-f 11700 
— 15240 
-f- 6960 

— 1620 

— 57()0 

— 16120 
+ 26700 



a'bWeY' 

a^h^cdHp 

d'h^'cd^e^n 

a^Pd'p 

aWd^e^f* 

d'b^d^ep 

a^h'd'i^r 
a^h'd(»y 

a^^c^dp 

d'h^c^d^ep 

d'h'c^dtY^ 

d^h^c^ej* 

d'h^c>d^f 

d'h^c^d^e^p 

dh'&d^P 

d^h^cH'^f 

a}h''çâ>ep 

d'h'cd'tp 

dVaPep 

dMcd'e^f 

(l'à^cda^ 

d'b'd^p 

db'd'e^P 

d'b'dHp 

d'h'd^tf 

d'b'd'e^ 

dPc^deP 

d'h'cHp 

a^'h'c'd^e^P 

db'r'de^P 

d'br^dep 
dh'cd^^p 
alrc^de'y 
d'b'T'e^ 

d'b^c'd'e^P 
d'b'c^d'ep 



— 5240 

— 1640 
+ 6560 
4- 7240 

— 24240 
+ 11420 

— 980 

— 3420 
+ 8100 

— 3880 

— 300 
+ 500 
+ 3810 

— 3710 
-14040 
+ 16120 

— 540 
+ 600 
+ 7020 

. — 1950 

— 17670 
+ 4170 
+ 480 

— 31040 
+ 45180 

— 3160 

— 140 
+ 18000 

— 12180 

— 13430 

— 7200 

— 120 
+ 99()0 

i + 1890 
' — 540 

— 1710 

— IKK) 

— 240 
+ 5840 

'— r>560 
i + 8460 

— 3120 

— 480 

— 25880 

— 1820 

— 3620 
+ 49()80 
+ 17520 
+ 13r)(K) 

— 120 

— 32*280 
i -4(^880 
I — 30040 



aWd'd^ey^ 

a^b^d^d'/ 

aWcd/ep 

a^¥cd^tp 

d'¥céP^é\f 

d'Vcd^e^ 

dl^d^p 

d^h'dH^p 

d'IM^e^f 

d¥de'' 

d^l^cep 

d'b'cWp 

db'^&de^P 

d^b'^&'e^P 

d'b'c'^éep 

dbh'^d^e^p 

d'V^crdèp 

d^¥(rej 

d'b^c'dp 

aWc>d'e^P 

d'b'^c^d^ 

d'b^cH^'ep 

d^Wc^d^é'P 

a^b^&'d}e^f 

d'b^cWe'' 

d'WcHp 

a^h^c^d^e^p 

d^b^c^iy^f 

d'b^c^d^e^ 

d'b-cd^eP 

db^cd'é^f 

d b^rd^e'' 

db^d'p 

d'b'd^k'^r 

d'b^d^e* 

d'bcHp 

d'b(^e''P 

d"bc''d^ep 

dbc dè^P 

dbre^p 

d'hcHp 

dbcH'e^P 

d'bcH^e^r 

d^br-'^de^y 

d'b&'e^ 

dbrd'^erp 

d-h&d?éf 

d^hc'd^é- 

dbc'fPp . 

dbc'de'p 

dbc'd^e^f 

a^bc^d^e" 



+ 12860 
+ 32000 
+ 46160 

— 2700 

— 8820 

— 34620 
+ 1080 
+ 12060 

— 1620 
+ 81 

— 990 
+ 980 
+ 515 
+ 140 

— 195 

— 5575 
+ 120 

— 800 
+ 22«00 
+ 7240 

— 1260 

— 423:30 

— 34340 
+ 480 
+ 48360 
+ 73828 
+ 105 

— 30265 

— 92290 
+ 9540 
+ 6Î)220 

! — 1215 
j — 30)10 
I + 7290 
! — 729 
! — 5 
+ 



I 



+ 



15 

10 

10 

120 

+ 420 

— 280 

— 240 
+ 210 
+ 200 

— 40 

— 1140 

— ■ 480 
+ 1040 
+ 6(50 
+ 1440 

— 1560 
+ 960 



d'b&'d'ep 

é'bt^d^è'f 

a^bc'd^^ 

a^cH'^'p 

d'bc^d^e^f 

dbaH^e^ 

d'bcd^^ef 

d'bcd^^e^ 

a^bd^U^ 

d'c^'p 

a^cMeP 

deep 

d'edp 

d'cWe^P 

d'd^de'P 

dc^d'ep 
d^cd'tp 

d^c'^de^ 
d^c'dH^n 

dx^d^rf 

dc'd^& 

dd^de^P 

d^c'de^f 

d'c^d'e- 

d'c'd'P 

d^c^dhH 

a^c'd'^ey 

d'c'd^^ef 

a^r'd^t^ 

d'r^d^V 

d'rd^H 
d'dP 

db^dep 

aVrep 

aVj-c'ep 

aVPrd'p 

aW'cde^f'' 

a'Wrep 

aVPdrP 

d'Wd'é-p 

d'hc'd'p 

aVïT-'e^p 

a^h xH^ep 

aVfC^de'P 

d^b cd>p 
a^U'cde^P 
d'h^'cdre^P 
d'bH^ep 



1340 a'^s 

2440 aV 

4820 a*^ 

1620 a<^^ 

• SlflV 

390 a*^ 

1515 a*J^ 

980 a«»^ 

7050fl**5i 

6000 a<^ 

, 2440 fl«^ 

— 154'« a*^ 
+ 15240 a>Vs 

— 6480 a*>^ 
+ 1215fl^fr^ 



+ 



+ 

+ 
+ 

+ 



+ 
+ 



+ 



2945 fl«^^ 
540 a*^ 
795a***< 
4180 a^V^y 
4185 fl«**f 
. — 8460 û*^< 
i + 20390 a** < 
. — 161î)4 a**^( 
I + 3765 ff'W 

: + 120 fl'ds 

i — 22:« a^b\ 

— 2310 ff*^^ 
! + 107.=)5a***< 

+ 10()25 aH\ 

— 26700 aH'i 
+ 7a") û'AN 

: — 10070 a^h\ 

, + 180 (i:'h\ 

+ 19iS0 d'iK 

+ 36510 a^h\ 

+ 25880 d'h\ 

— 32370 (7.V/'*( 

— 12180 r?*ft'. 

— 985()aVyN 
+ W^d'hh 

— 43800 ^-AS 
+ 72755 a'h\ 

— 18750 dh\ 
+ 14115 (?^*S 

— 23790^^'* 
+ 8175 «'*S 
+ 1320 ^'A^ 

— 30 a'^V^ 
+ 540 d'b' 

— 7240 (7*^^ 

— 203ÎK) flV>». 

— 39i)0ff^^. 
+ 31040 fl^*". 



TABLE I 



a'^b'c'ff >*/ * 

a^k'c^d^^ 
a^h^cd'H^ ! 

a^h'd'^ef 
alr'd'^t' 

a'h'c'der '. 

aVr-^df 
a'h'c'^d'e^p 
a^^c'^deT 
a^h*c't'f j 
a'h^c'^drn 

a^hh^d'ê-p 
a^h^ed'e^f 
a*h^c'*de'' 
aW'C'd /*•• 

a^b^rde' 
a^h^c\Pep , 
a'h^e^de'f 
ah^r^d^e-' 

a'b'r'd r i 
I a'h^c'd^c^f 
a^h'c'de' 
a'b'c^d'''ff ! 
a^b^r^d &' 
a^b'cd:'/ 
a'bW^'e' ■ 

rt^Ar'V/"» I 

a bc^ffr 
a-bc^dé'p : 

a^bc»r'r ' 
a^bc^ffrp 
a^bc^d'e^P 
a^b'^de^f 
a^bre \ 
sa^bcdp : 
\a^brd'€''p ' 



+ 63960 fl'*c'e^W 

— W^a'^bcH^tf^ 

— \?m^\a}b(fdef 

— 71610 fl^*(:«rf»<î* 

— 4755 a^btf'd'P 
H-141240a«dc»rfVy 
+ 21in:30 rt*i^<:»rf«r^ 

— 45i:^fl'*rrfVy 

— 24097.=S a'bc'd^e' 
+ 5580 a bc'd^^f 
+ 128490 a^ôrV/" <?» 

— 34155 rt-*ér*rfV 
+ 3G45û**rrf'» 

— 1800aV«Vl/» 
+ 2'/00 a^c^^d'^ep 
+ 7590 a^c^'^dep 
+ 825(UV»'»f/ 

— 105 a^r^'rfy* 

— 14360fl'^/VW' 

— 4:î(î05rtV//V/ 

— 12;M0aV^(?« 
-f 4i:^} a c^d-'e f* 
+ Til^atfde^f 
+ 598:î:)flV^r 

— 57()r>0rtV'rfyy 
— 114060 rtVfl^r^^ 
-I- lî)020aV'flr7?/' 
+ l09<V->0flV«rfr' 

— 2481 a W«V 

— 5()llOûV-'^(?^ 
+ 148î)5<Z7î'^»»tf 

— lC20aVV/=' 
-f 1 «*»y' 
+ \()ab^ceP 
•f '^ab'd'P 

— 1:îO a W^Y» 
4- 90«A»f7* 

— 65 a¥c'dp 

— l(î5fl*YVy^ 
-I- KÎOfl^VrfVr' 

— (uOnbcdeP 
4- IK) ab-cep 

— iïufb^dp 
+ lv)ah*drV^ 

— ia"><7//»rfV'/'» 
+ :^Oû^V»/'» 

— 2^ab^&'dfr* 
-\- *^)^0(tb'rrp 

— Vmabr'dp 

— 30(K)rt*rVvy'' 
4- 4880aA'cVr7^ 

— 4:«<»fl*»/^ 
+ 2:&>ab^cd'fP 



— 6960 ah'^cd^é'P 
4 6480 abHd^é^p 

— 1390a*'^rfy* 

— m^ab'd^e^p^ 
Ar 10070 a* rfVy* 



— 12600 ûô'flrw 

4- 4050fl*'rfV 

— 30fl//«r«rr' 
4- 1995 û^rW' 

— 1795fl^VW<?y* 

— 9H75 a¥c'ep 

4- :^J20ab^c'd^^r 

-\- h2\(ia¥rd't'P 

4- 4180fl^rv/^^ 

4- 12600 fld'cr/ 

+ 1275a;/rV/V» 

4- 17r)-(i<7^WV-/' 

— 36510 aZ^VV/vy* 

— 60":5 a¥r^de* 
4- \m\a¥r(j'ep 

— 38S20û/;Vr/Vr* 
4- 66<)50 a^'yv/ ry 

— 19HO0a//V^/>' 
+ 5575 aU'd^'p 

— XamnbHe^f^ 

— 4255 ab^^d'e^f 
+ 2175 ab'd^f"* 

— lUOab^rdf' 
4- i^Onbre'n 

4- 24240^* VVr y ' 

4- 16194 ^^/yVV-'/* 

— 1240fl*V»/i?y^ 

— 45180/7* c'y/ Vy 
4- 12180 tf*cV/V*y* 

— m^idab^c'd&\f 

— a550 û/^VV" 

— î7520fl//c*/f»é?A» 
-î- 912<)0////V//y/* 

f ^W>Oab'T'd-e' 

— '^tcmabc^dp 
+ 85800 (lAV-rfry* 
— 148890 /yfrVWV 7 
4- 18r0rt*'rV/y- 

— \:^ab'rd''fp 
4- 15440 fl//*crfr/ 
4- 10:î50r///V///'-» 

— 8256 ab d'^p 
+ }22\0ab-d'r'/ 

— 7050a*"'rf/»* 
4- 225 «A W* 
4- :»(K)aJ'c'Y//y^ 

— 8100fl*»r>/» 



4- 940 ab't^d'P 
4- 12180 û*»(?»rfV/5 

— in^ab^à^de'n 
+ 4255fl**(r«^/ 
4- iGBSQ ab^c^d'eP 

— 360 ab*&d'tp 
4- 148890 tfd*c*rfW 
4- 38950 aA*r»rf<f" 
4- 42330 a^V^rfy 
— 181980 /y^'iT^rfW* 

— 220125 «A»c*rf»^ 

— esmo ab'&'iPeP 
+ 181600 ff^Vrf^/ 
4- 159000 a¥ed^^ 
4- 436œ)fl*V*rf/' 

— 62025 aftV*rf*î?y 

— 92500 a**r'<r^ 

— 20610 a* W«V/ 
4- A\^S^ ab^cd'é^ 
4- 5445fl*W'y 

— 6:)25flAW«V 

— ÎKX) flfrW/'* 

— 510ûA-Wy* 

i20fl//Vrftfy» 

23790 ab^rep 
32000 ab^rd-ep 
58080 ab^c'd}èp 
}fAiOab^c'dir/ 
12500 flfrW 
48360 aftc'dp 
413(WflA'rrfyy* 
-- 181(500 //fr'e?rfVy 

— IWOO/fA-Vy/V' 
4-1 80600 fli^'rrf=f/* 
4- 289800 al^c^d^e- 

— 7775K) (ïfrr*rf»r* 

— fWQOabVd'â'f 
; - 31Hr)O0a*^'r*rf'<f^ 

I 4- 92200 a¥&d^e.f 
'4- 179500 flfrVrf^P'* 

— 17520 fl//V//"/ 

— 69000 ff*='c«rf« fe» 
4- 15300 flfrVrf«V 



4- 
+ 

4- 



4- 



4- 
4- 
4- 



4- 
4- 
4- 
4- 



i:î50fl*'rf»» , 

135ff^r«W/* il 

540ûAV»«^'« I' 

8820flA*/Wr ' 

41610 /7A*<*/féfy* :. 

12210 ffi^wy '; 

30265 fl^V*^'/» Il 

16170 «*v<fyy* !■ 

62025 rtft*r«//W ': 

44225 rt*'c»rf^ !! 



TABLE IV • 



+ 87000 fl^Vrf^ry* 
— 129000 db^cH^^ 
+ 57060 a^Vrfy* 

— 5250 ab^d^d^e^ 

— 46050 a**c^(f8^/ 
+ 122800 a^V'rfV^ 
-f 10595 a^*<?»éf «y 

— 88125 a* ér'rf'^* 
+ 27300 fl**c»éf»'^ 

— 3375 a**<?*rf»'* 

— Kmahc^'deP 
+ 5580 abc^^êj^ 

— 9540 abc^''d'P 

— 2340 abc^H^e^P 
+ 2W510 û*c«"^(îy 

— 4^0 a Jc»o^« 
+ 45130 fl*c»rfV/« 

— 9f£t(Xi abcH'&'f 

— ^^^i^abc'd^e^ 

— 19020 o^c^rfyî 

+ 4QOb0ab(rd^e'f 
+ 138750 «*c"rf*(r' 
— 178200 û*cW<î3 

— 1650 fl*^^/ 

+ 103î)5i) tf ^^♦^(f'^?* 

— 30250 fl^rrf'o^ 
+ 3()0(> fldcW»* 
+ 1215 ac^d^P 

— 270 ac'He^P 

— 54471 ^^«VY 

— 5580ar'V/r/^ 

I -f 17520 ^c»'r/V/ 
+ 8700r/r"rtf<j5 

-f 2481 ac^'d>P 

— \OWDac'de'f 

— 31150 ar'"^'^' 
+ li'mac^d'ef 

! -f 37050 flrîVV» 

— 22275 flcW^^^ 
+ 6000 ffc'^»(? 

— S()0 an^'d'' 

— 5/><V/« 

+ M)b''cdP 

— 13()*"WV/"5 
+ 310 ^'«r/^*/'* 

— 21()/^» '(?•>/' 

— 5 b^r^P 

— oO //'c-fl?('/5 

— lO:) b'cV'f' 
+ 2(30 ^ Y^/' 

— 2G5/AY/7^y' 



+ 

+ 

+ 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 
+ 



+ 
+ 
+ 
+ 



990 Pcde'P 
m^Obcâ^r 
^-^b^def 
1620 b'd'&'P 
\2\hbH'e'P 
30 ¥c ep 
370 ¥c^d'p 
Xm^b^c'de'P 
28^b'c^ep 
hlQb'c'deP 
hyAO b c'de-'P 
W^b^c'^de^P 
4050 b'c'e^f 
IW^bcdp 
4\10 brde'p 
ti075 b*rd'eV 
3620 b*d^<^p 
ÇTMOb'd^tp 
^S^bH'e\f 
3:375 b-^d'ef^ 
2\0 b'^c^dp 
615 b'c^e'P 
1285 b'^c'd'eP 
11420dVWé?y» 
3765 b'c'e^p 
3155 *V//* 
3160 b'^&Wé'P 
9850 b'^edhp 
19800 dW(?«/ 
3375 6 W 
13500 b'^c'd'^ep 



5(»550 6 W eV- 
62100 Ô'CW^(?*/ 

— 7240 *"a//* 

+ 'm\(^bcd'e'P 

— 38950 ^rrf'^*/ 

4- 25875 ^^'r^V 

— ^^\^b'dep 
+ 125000 />V/V / 

— 7:375 /r ^V* 

— 45 }t^t''p 
+ r)15 6'rY;fé'/^ 
+ 3880 b c'rp 
4- 4300 b^rdp 
-t- i:y30 /. Vr/->Y-^ 
H- lH750//'r^<''/^ 

— 2\lhbr?e'f 
4- :30O40 6 VV/V/•■• 
— 10l450^>''cV3?'r/' 

— m^Ob'x'd'ef 

— 25875 ^VV/^' 
4- 3i:il0//66'-V/«/^ 
— 15:3480 ^>r-r/ey' 



4- 220125 6«c»rfV/ 
4- 6660 b^d'd'ep 
4- 18400 ô«c»rf«<ry 

— 73375 ô«c»rf*/ 
4- 12310 6«(:^/* 

— 442256V<f^y 
4- 42500 6«crf'^» 
4- 4350 b^d'^ef 

— 51256''^(p=* 

— 45 b^c^eP 

— 2940 & c^rf'/* 

— 9960 b^c'de^p 

— 8175 d»cV/ * 

— A^Xmbr^dep 
4- 34300 b^ed^tp 

— 10350 & V^(?-y ' 
i 4- TJ75 b^<^t^ 

— 73828 bH'^d^p^ 
+ 306900 b'^cH'^e^P 
— 159000 b^&d^e'^f 
4- 73375 6»c»<f»^ 
4- 71610 ôSc^rfW» 

— 289800 6VWV/ 

— 59835 ôWY^ 
4- 129000 ôVWéry 



4- 
4- 



+ 

4- 
4- 
4- 
4- 
4- 
4- 



80500 &V<f"<?' 
25060 Vc'dJ'ef 
^YS^b^'^d'e^ 

^mb-cd'^f 
19875 h^cd'^é" 

1125«»/f«V 
990ô'rV/'' 

1710/^V''fV' 

34620 b'c'd^^ep 

i(h-)0 b'cde^f^ 

lO'Ob're'f 

92290 6V'fl?*r 

— 24:3000 6 V;WV/' 
4- 92500 6''cï/>'/ 

— 42500 h ode' 

— 1\Sn\\^h'^cM>eP 
4- 318500 /;VW''^/ 

— 80500 ^V'^yfV'^ 
4-114W0 6ïV/"/- 
4- '^^l^b'c'^d'e^f 
— 138750 //'rV/V/* 

— 1250ft'rW>^' 

31150^»^rV/"y 
40000 6VV?fy'^ 

1H750^>W/'V 
22:0 h'cd^' 

i:35//V*'/'^ 
12000 h'c^''dep 



4- 
+ 

4- 



— 1980 v^c^ep 

— 6»220Wrf»/' 
4- 89550 Wrf*éf«/» 

— 41250 6-Vrff7 
4- 5125 *»<*«• 
4- 240975 63cVV/» j 
— 179500 6=»(r«rf3f/ 
4- 80125 ft^rtfV- 
— 109660 frVW* 
— 122^'00 ^VW/ 
4- 1250 bH'd'r 

+ 17«200 ^c^r</ 

— 37125 frW^ 
4- 17875 e>»r*rf»'f 

— 2125 ^^c^* 
4- 1620 frr*Vr 
4- 30510 ô*<?»»dy* 



4- 



15120 b^c^WP 



6525 ÔV , 

— 128490 ftWvf 
4- 69000 ôV^'^rfV/ 

— 19875 &V»"<fo» 
4- 56110^Vrf»/* 
4- 88125 ftVrfY'/ 

— 40000 6VW 

— 103$«>0 y-tfd^tf 
4- 37125 6V«f(p* 
4- 22rihb*e^d^f 

— 4125 6*(rV^ 
4- 500 ft'r*^* 

— 72ÎH1 ^c^rfr' 
4- 810 br^'^rp 
4- 34155 /^r^V-ff' 

15:300 ■ . ^w^y 

1125 '."'V' 
14895 bc'^d'f 
27300 ^^r^rfr/ 
18750 ^^r'Wr 
:302r)0 ^c*V/f 
17875 6(:«^W r 
6(Î00 bc'd'f 
4125 ^c^V-V- 

729 c«y 

3045 c^'dfP 

1620 r' W 
3375 c' W/ 
2250 r^V/^" 
3600 r'Vyf 
2V2î)c^ di' 
800 c'^r'/' 
500 c"rf"r. 



+ 



4- 
4- 



4- 
4- 

4- 

4- 
4- 



4- 

4- 






TABLE IV* 



INVARIANTS DE LA FOME QUINTIQUE 
EN FONCTION DES RACINES. 



1250 I« = a\ 2 (a- 3)' (P - T)' (T - fe)» (b - e)« (c - a)» , 
A = a«(o-P)M«-T)Mp-T)*...(b-€)«. 

En posant 

A, = (p-T)' (b-€)«+ (P-b)» (T-€)«-L (p-£)« (j-bV 

^, = (a-T)«(l)-€)>+(o-l))MT-€)«+(o-€)MT-b)* 
A, = (a-p)« (b-€)« 4- (o-b)* (P-€)* + («-€)* (p-t>)> 
A, = (a-p)ï (T-€)'+ (o-T)» (P-€)M- («-«)' -P-T)» 
^ = (a-ft)« (T-l>)'+ («-T)» (P-V+ (a-6)» (P-T)* • 

f, = [(P-k)(T-€)+(p-*)(T-l>)] [(P-T)(t>-€;+0-e)(6-T)],[(P-T;(€-k)+(p-i)(e-T)] 

2'*.5»I, = 2(o-p)»(T-l))* (T-€)Mb-e,' (a-€)« (P-t) (p-b) • 
2". 5" I„ = a"o 2 (o-P)" (b-ei» (P-T)* (T-b)« (T-ci* (a-b)» (a-€)' . 

En posant o = a„ p = a„ ... e = Oj et généralement (/</)= a^ — o 
on aura I,, = 

a,«»[(01){04)(32)+(œ)((O)(14)][(01)(œ)(43)-f{03)(04)(12)][(01)((B;(42)+(02)(04)3^ 
X[(12)(10)(43)+{13){14){20)][(12;(13}(04)+(14;;i0);23)][(12)(14)(03)+a3)(10){42)] 
X[(23)(21)(04)+(24)(20)(71)][(23;(24)(10)+(20;(21)i31)][(23){20)(14)+(24)(21)(03)] 
X[(34)(32)(10)+(30){31){42)][(34)(30;(21)+(31){32)(40)][(34)(31)(20)+(30)(32){14)] 
X[(«))(43)(21)+(41)(43)(03)][(40)(41){32)+(42)(43)(01)][(40K42)(31)+(41)(43)(10)]. 



TABLE IV*® 



Forme du sixième de^ré. 



I, = a^ — 6&/'+ Ibce — lOd^ . 



I4 = 



cde/ 
defg 



I, = aM V* — 6 a*de/ir + 4 a'dr* + 4 a«e V — 3 a*e Y* — 6 ahcdg'' 
+ ISabcefg — 12a6e/'8 + I2abd*fg — 18a6deV + 6a6e»/' 
+ 4acV — 24ac»eV — ISac^dfg + 30ac«er + 64acd*€g 

— 12acdV* — 42acrfeY+ 12 ace* — 20arfV 4- ^Aad^'ef 

— Sad'e'* •+- 46'rf^* — 12i«e/f; + 8«»T — 36VV + 30 b*ce^g 

— 2Wcep ^ 4âhd^deg + mhd'dp — 306cV/'-f 246cdV- 
-- 84 bcd*ef+ 66 6crfe' + 24 bd*f— 24 td'e* + 1 2 c^eg — 27 e*^ 

— 8 c^dV + 66 c^def— 8 c^e^ — 24 c'rf Y— 39 c*d*e* + 36cd*e 

— 8rf«. 

1,0 z= AC — B* 

(en appelant A, B, C, les coefficients du covariant C, ,4). 

ABC 

en appelant B, C, D, etc. les coefficients 
du covariant €4,5. 



Ii5 = 



B C D 
I) E F 



Invariants par rapport aux Racines. 

1,= 2(a-p)MT-b)Me-(p)'. 
14= 2(a-p)MT-î>)M€-9r. 

Pour rinvariant g-auche de 15* degré le P. Joubert a donné 
Texpressiou suivante : 

Si on pose/*= a (x—x^) [x—Xq] [x—Xx) [x—x^] [x—œ^i) [w—x^) , 

Vq = [X^Xo [X^+X^—Xi—Xi) + XiXi [X^ +Xo-'X^—Xi) + XsXi [Xi+Xi—X^ -Xi] 
Wq= [X^Xo{XifXi—Xi—Xj) +XiX^{X^+Xo— Xi—Xi) +Xi^^{Xi+Xs—X^'^] 

on aura 



l,. = a 



15 



'15 



Uo £/, r/, C/3 «^4 X n ^. ï-'i ^3 ^4 X in TF, TT, T^s TF, 



TABLB V 



TABLE DES COVARIANTS. 



• Forme de S* de^ré (*)• 

N' 1. — Co variant de 2* ordre = C,,, 

(ac— ft*) x^ 4- (^^ — bc)xy-\' (M — c') y* . 

N' 2. — Covariant de C« ordre = 03,3 



+ la«i 


+ 3aW 


^3acd 


-i««i» 


— 3 abc 


— 6ac» 


+ eb*d 


+ 3 6c<« 


+ 2&3 


-3 6*c 


+ 3 6(?* 


-2c» 



5^,1/)' . 



Forme de 4* de^ré* 

N* 1. — Covariant de 4* ordre — C4,, 



+ lac 



+ 2 ad 
-2e»(? 



+ 2M 
-3c» 



+ 2be 
— 2cd 



+ \ce 



5^,1/)* • 



N* 2. — Covariant de G* ordre=:Ce,3 



+ la«tf 



' + 1 fl'rf 
— 3 a&c +2 aW 
+ 2 6' — 9 flc* 
+ 6&V 



I 
— 15 flCrf ; + lo bce 

+ 10 ôV I - 10 6rf* 

+ 10 b^e 

- 10 «<r 



— lfl«» 

— 2W« 
+ 9 ftcV 
-6crf» 



1 


-16«* 


+ 3(?(f« 


— 2(i» 

1 



\x,y)* . 



;*) Le* formet sont toutes écrites sous forme binomiale. 



TABLE v' 



N* 1.— 



Forme de S* degré* 

Covariant de 2« ordre et de 2« degré = C,,, 



+ lae 


+ la/ 


+ lb/ 


•-'ibd 


— 3be 


— ice 


+ 3c« 


+ 2cd 


+ 3d' 



lii>o,V)* 



N' 2. — Covariant de 6» ordre et de 2» degré = C, , , 



+ lac 


+ 3ad 


+ 3ae 


+ la/ 


+ 3V 


+ 3c/ 


+ lrf/ 


-U« 


-36(? 


+ 3bd 


+ lbe 
8cd 


+ 2 ce 
-6i« 


-3 4^ 


-ltf« 



5«,y)*- 



N* 3. — Covariant de 3» ordre et de 3« degré = C,,, 



+ 1 flC^ 


+ l«e/ 


+ 10^/ 


+ iw/ 


^lad^ 


— 1 ade 


— la<f* 


-16«« 


— IbU 


— ie»y 


-l^^e/ 


-icy 


+ 2bcd 


+ 16c« 


+ lbde 


+ 2(?(^tf 


-le» 


+ lbd' 


+ lc^e 


— I(f3 




-Ic'rf 


— 1 C(f* 





$^,y)' 



N"* 4. — Covariant de 5« ordre et de 3® deg-ré^C^,, 



+ iay 

+ 2ac(^ 
— 6*c' 



+ 5a&/ 
— 16 ace 
+ Qad* 

- db^e 
-{-SBbcd 

— 24(?5 



+ Qac/i-- 2a/ I- hae/\—\aJ^ . 



— 12arf<? - Sae^ +\Qbd/ 



+ 8&y 

— 38ô(;(? 



— 12 bc/ 1 



+ 12bd^ +12c'e 



-32cV 



+ 9*^* 

- 6cy 

— 38crf<? 



— 32c(f* +24<f^ 



+ 5 bef 
-2cd/ 
— S ce' 
+ 6 cr-e 



5^,y)*- 



il 



N" 5. — Covariant de 9® ordre et de 3* degré ^^Cg, 



3 



+ labf 




— iOade 
+ 16*y 
+ilbce 
+UBd' 
+ lQc'd 



+ Qbrff 
—29 be^ 
+34(;y 
+ 2cde 
- Sd^ 



+ hacf\- lae/,- la/' - 26/* -c/* 



-iu<?/j- ic^/;+3rf«f/ 

— IGctf» — 6rf»<? 
- (5d*e 



y 



TABLE V' 



N* G. -r Covariant de 4» ordre et de 4* degTé= C^, ^ 



+ 1 aHf 
—3 abcf 
—5 abde 

—4 acd} 
+ 2 l'f 
-5 h^e 

+6 à^ 



+2 «V +1 fly*j + 2 aV*+l <w/' 
—4 «M/ — 4 ahef —\ acef —^ adef 
-lOrt*^»'— 2 acdf—l ad'/ +2 aé' 
—2 ttc*/ +4 tt(?««| + 4 ade^'—h hcef 
+ 24a(?rf« +4 J*(f/:— lOJV/ +10W*/ 
-12flrf3 «.9 ^irfi U24*(?rf/-5 Mtf* 

+ 4 ^V +^hcde -^l^hce —4 (?*i/ 
+ 16^*rff -36*^ -22M^(f '+14(?*<^ 



-22 ^cV -36c3« 



-12cy -lôcrf'tf 



-4 hcd'^ +28c'rf* i-4 cW^ +è rf* 



+ 8 c8rf 



1 + 8 crfs 

I 



5a?,i/;* 



N* 7. — Covariant de 6« ordre et de 4» degré r^rCe, 4 



+ 1 a'cf 
■r-la'de 



.—2ahce 
\+Aabd' 

+3&V 

+ 36c» 



+2 a^df 
-2 au* 
— \Oabc/ 
+ \Oabde 
-2 l/»/ 
+ Ub^ce 
i+2 d*rf* 
-266c*rfi 
' + 12(?' 



+2ûM/— 20ac^' 

-2û*c*! + 20arf*« 

^\acY'+20b^d/ 

-{'2acde\-20bcY 

+ ^ad' \-20bd^ 

-16V'+20c»<f 

+f)b*de 

-h 1 6 V 

— 9ôc(^* . 

+ 4(?^rf 



-2tfc<'/ -2 acP^\adf\ 



+ lady 
+ 1 û(/ér* 



+2 fl<r« 

+2 ôy* 



+i«^y| 

+2bde/\ 
— 3&^ ' 



+26V/: + 106(fy 

l-r)6re?« ^—lOc'df — 4c*<'/ 
'-lW*tf '-2 cV =+U(f*/! 
|-3cy -{'2i^cd'e +(}Cde* 
: + dc*de — 12(f* !-3(f»tf 
— 4crf» 



$^,î/)*- 



_^-Ii 



O 



•a 



ï^ t) 



r |i 



<D 



es "^ 

H' 
00 






^ 



•^ V ^ "^ 
•r «r »<k «o .A 

«««Ce 

rH — CM 

+ I I 



"^ •»'^' ^ •§ «5 ^ i^ > 5 



Vw o ti 'fcï *î- •! T» r 



^5 ^3 -^J ^ ^^ P^ i^J ^^ -^^ P^- .^ I^ki) -w^ -«r -V 

I++I I++I + I I++I + I + 



« « >C O ^ «O 



^ 

•d 



~tj c •« 

-c- -a «Ci 



1' 
V, •$ •« I 

"" «9 *• 



^:^ 



Cl 

« 



•« ^^ 

« 



:s 



^ - 



^ CM •-• 

+ : + 



««««ee«c*o.e*a*QpQ«c*e «d<> 

I l+l I++++I I+++I 1+ 



^ 



TABLB Y 3 



N" 9. — Covariant de S* ordre et de 5* degré = C,,^ 



I I. ' I î 

1+1 a*ce/'+l a\f -1 a«rf/* j-l abdf^\ 

'-3 a^d^f -5 a^def +\ aV/ i+1 abe*/ 

+2 a'^de* +4 a^ ,+b ahcf '+3 ad'P 

|"-1 a*V l-l aW -8 flWi/: Uûcrf</' 

+14a*c</' +8 abctf +3 a*^ +8 oc^ 

— ll/i*(?e* j+llûM*/ — llacV :+9 orfy 

'— 1 ahd^t —Il abde^ +11 acd^/l-Q ad'é^ 



+14fltf*i« -16acV -6 a4»f i+lU*rff/ 
—6 acO* l+Uacde^ ,—4 fry* 1-9 *V 
-8 ^ rf/ |-18flrf^ +n**ci?/ 1 + 1 bc^e/ 



+9 ^>* '-3 ^<?/ 
j+6 ^*(?y i--6 *'crf/ 
rlQb^cde ,+2\b'ce* 
+8 ^»(f» .—5 if^de' 
+3 ^(:3tf !+6 ^ry 
-2 ^(?»rf« -39*(?*rf<? 
+22*(?rf* 



-2U*rftf' |+16*(?rftf« 
— 44*(;*(f/ :-.3 WV 
+5 bcU^ '+6 ^V/ 
+39*crf*« -8 (?V 
-12 W* 1+2 c*^*^ 
+18c*/ 



$a?,y)*. 



— ^"1 



N* 10. — Covariant de 7« ordre et de 5« degré = C,,5 



+ 2 a^d^r 

— 5 a*cdt? 
+ 3 a*d^ 

— 4 ab^cf 
+ 5 a^^efe 
+ 5 abc^e 

— 7 o^cd* 
+ 1 ac»d 

+2*r 

— 2 ^^cf« 
+ 8 b^c^d 
-3 6c* 



+7 a'crf/* 
— lOa'ce* 
—3 a«d% 
—7 flfr'd/' 
+10a6V 

—7 a^c*/* 
— 8 abcdj 
+9 o^d» 
+22 acV 
— 19ac«di 
+7 6*c/- 
+2 ^'rf«? 
— lO^Vc 
— lU-crfi 
+3:î6c3d 
-12 c 



-3 a^cef 
+12a*cf/ 
—9 a'^de^ 
+3 afrig/- 
— 18«*crf/* 
— 18 afrcc» 
+20abd'c 
—3 acY 
+45ac*dô 
— 39«c^^ 
—6 l>^df 
+27 ^e* 
+156V/- 
I— 87 6*ccftf 
+6 b^d^ 
'+\2bc'e 
+576cW 
-24c*d 



— llaV* 
+7 airftf/" 

1+1 ai^r 
^TQabcef 

\+32abd*f 

—8 abde 

'— 18ac«d/- 

+6 ac*e* 

I +52 acde 

-SQad* 

+196V 
-53 ^'cd/- 

+206*c«* 

— 256-c?(î' 
+396cY 
— 45^c"dô 

+656cd» 
— 20c3rfi 



+1 a«rf/^ 

— 1 rf'cV 
—7 abcf^ 

+26abdor 
— 19aM 

— 32acV/' 

+18 acd/* 

+53acrf 

— 39ad*e 

+6 ^/*^ 
+8 b^cef 
-6 b^d^f 
+20 b^de^ 
+'ibbcdf 
+2bbc^e^ 
-'b2bcde'^ 
+39C*/- 
— 65cSde 
+20c'di 



;+3 aW/^ 
-3 a6^y 
~\2ac^f* 
+\Sacdef 
+6 flCj?^ 
1+3 ad^f 
— ]bad*e* 
1+196 c/^ 
| + 186dcf 
|— 276V 
—20bc^ef 
'— 456cd«/- 
+87^cde* 
— 126rf8<; 
+2Qe^df 

—6 cV 
-57c«d*<? 
+24 cd' 



—7 acdr^ 

,+7 ac^Y 

1+7 ad^ef 

—7 arf«3 

+106»d/^* 

—3 bc*f^ 
+8 ^crfe/* 
—2 6c'.»» 
^'-22bdY 
+196die« 
—9 c»^/* 
+19 c*rfY 
+llc'rf«î4 
— 33cd*ô 
+12 (T- 



+4 a< 

I 

—2 û« 
+5 ^ 
-5 ti 
— 5 ^ 
+5 b 
-3 c 
+7c 
-2 c 
-1 c 
-8 ^ 
+3 à 



TABLE V* 



N* 11. — Covariant de !•' ordre et de ?• degré = Cj,7 



+ 1 a V* 




1 a^dr 


— 4 a^def* 
+ 3 a^e^r 

- 1 a'b p 


+ 


1 a^eY* 


+ 
+ 


4 a^bcp 
3 a'bd^P 


— 3 a^bcen 


— 


7 a'be^f 


+ 16 a*bdY' 


— 


16 a'o^^p 


+ Aa bde'f 


+ 


6 a'cd'P 


— 15 a 'M 


+ 


30 a^cde*f 


— 6 a'^cHP 




S a'ce* 


+ 4 à^c^e^f 


— 


18 a^d^ef 


— 22 a^cdHf 


+ 


6 aW'e» 


+ 26 a cdé^ 




3 a^Y** 


+ 9 a rfV 


— 


4 ab^cep 


- 12 ad^e^ 


— 


4 a^'rf'/^ 


+ 7 a';»c/^ 


— 


1 ûb^de*f 


— 30 ab^cdp 


+ 


18 a6V 


+ 1 ab'^cc^f 


+ 


22 aôcW» 
74 abc^eY 


— 74 a6*</^ / 


+ 


+ 84 ab^de^ 




160 a^crfV 


+ 18 abc^n 


— 


32 abcde^ 


+ 160 «é>c*rftf/- 


+ 


81 «Arf/ 


— 98 abc e^ 


+ 


6 afre/'e* 


20 a/ycflfs/* 




9 acY' 


— 94 abcd c^ 


+ 


20 flc'rfe/* 


+ 51 abd^e 




112 ace^ 


— 81 ac*é>/ 
; + 18 ac'df 


— 18 acM^f 
+ 284 ac^d'e^ 


+ 140 ac^de* 


— 


216 acâ?*ô 


— 100 ac«^-<ô 


-h 


54 <7</' 


+ 18 acd^ 


+ 


15 b*ep 


+ 8 b^dn 




26 «»»c(//^ 
84 bce}f 


- 18 6*.;Y 




— 6 b^c n 
+ 32 b^cdef 


+ 


98 6=rf'e/- 




45 ftV*'^ 


-f- 45 6'c<?a 


+ 


12 b'c^r* 


+ 112/^^^/ 


+ 


94 6*c </<?/• 


— 150 ¥d'e^ 


+ 150 6^cV^ 


— 6 ft-cW 

— 284 6-c-rfY 


— 


140 b'cdr 


— 


50 ô'c/f^tf' i 


+ 50 b'c^de* 


+ 


15 * d'e 


+ 320 6*c^'tf 




51 ôc^e^r 
100 bc^d'f 
320 fec ^e^ 


— 120 b^d- 


+ 


+ 216 bcW 




- — 15 Ac'tf* 


+ 310 bcde \ 


- 310 bc d'e 


— 


90 bcd^ 1 


+ 130 hc d^ 


— 


18 r^û^/* i 


— 54 C/ 


-f- 120 r^e^ 


+ ÎX) C"'^« 


— 


lï^O cW'r 1 


- 40 c'd^ 


+ 


40 c(^* 



îa?,y)* 



TABLE V^ 



I 



a? 



N" 12. — Covariant de 5*» ordre et de 7* degré -=C,,7 
il x'y \\ a^V II ^V II a?y* n 



+ \a\dj^ 

— 7.à^ce^f 
+ la^d ef 

— laHé" 

— \a^b'dP 

— ^a*hc'r 

— ea*bcâef 
+ ISa'bce^ 

— 8a*Jrf'/ 
+ 2a'bd'e' 
+ lÔflVW 

— 2a'c d'f 
—38(1 c'rftf* 
+34flVrf'tf 

+ 5a*V* 
+ 7.ab def 

•-2^ab*c^ef 
+52 a bcdfif 
+ la'bcde^ 
—22a'bde 
—b'Zabcdf 
+Siabc''e* 
+ Sabc'd'e 

-fl8a^/ 
—2bac de 

— 2^/^ 
+ lO^Ctf/ 
— 28*rf/ 
+ ^bde' 
+32* c'</ 

— 356ac*e?' 

^f^fy'cd^e 
+ 30*;rf» 

— 12ftW 

+'70*Vâ?<f 

— 40*crfJ 

— Mb&'e 



+ 5flrf/' 

— la»rf<f/ 

— 2fl»tf* 

+ 2aH'ep 

— lla'bcip 

+ IZa'^bceV 

— ^a'bd'ef 
+ 'Sla'bd(^ 
+ 4flW* 
+ 36a*c rf<f/ 

— 24flV*(?3 

— lOa'cd'f 

+ 12fl^rftf 
+ 7fl*rf/» 

— l2ab^eY 
+ 6fl*'c7* 
+ i2ab'cdef 
+ 54û*»rf/ 

— 91a*^rfV 

— eSabcVf 

— 64abe'd'/ 
+ H abc de* 
-^20i abcd'e 

— d'^abd' 
+ 37a<?W/ 
+ 86û(?'<?* 
— 208ffc«(^»<f 

+ dôac^d' 

— hb'cP 

— \2b'def 

+ ^b'cff 

— i^b'^cd'^f 
+ \Obb^cde' 

— 20 b-'d^e 
+ f^b'c^df 

— IIOJW 

— no**c«rf^' 

+ 1 15**crf* 

— 2\bc'f 
+ 25^bc^de 

— l^bc^d^ 

— 60c«(? 
+ 4QcH^ 



+ 

+ 
+ 



+ 1 a^cp 

— QaHeP 
+ 5aW 

— laW3 

— Wa^bceP 
^a'b'd'p 
4a}bde'f 

Ma be' 
2a'c'dp 

— 26a*(?'tf/ 

— 2a'cd^ef 

— 40a*c/<^ 
+ 9fl'rfy 
+ 2Aa'd-e^ 

— haJb'ep 
+ ^abcdp 

— 'ê^ab^ce'f 

— 2^abd'ef 
+ 22abde^ 

— 10a*(ry* 

— 12abc'def 
+ l06aAcV 
+ IGabcd^f 
'-2\0abcd'e* 

— 99tfA(^'tf 

— ISac^ef 
+ 10fl^<^/ 

— 128flcrfg* 
i + 184fl(?'//3^ 
!+ 72fl<;â?^ 
|- 4*<f/» 

;+ 8*<7V* 
' + \2Wcdef 
. + 10ô*V^ 

— 56*rfY 

— 130*Sflj^(?' 

— 26**eîW 
—2Q'Sfy'c4f 
+ l'70*c*(^<?' 
-340*'cWtf» 
+ 60*'rf' 
+260 *cW 

— 25*c^<?* 

— \h()bc'd^e 

+ 72 cy 

— 40rrftf 



+ 1 aHp 

— 1 a^è^P 

— 6a»*c/^ 
+ lltt«*rffy* 

— 5 a^beV 
+ 4 a VV/* 

— 2 a«(?rfy« 
+ 4 a*(î//<?y 

— 4 a^crf* 

— \Oa*d^ef 
+ 8 a»rf'(f3 

+ f)a¥f^ 
+ 4 ab^ceP 

— 26a*W/* 

— Shab'deV 
+ 42û*>* 
+ 2 ttftcV/* 
+ 26abc'ey 
+ 12 abcd'ef 

— 124'a*(;//<?^ 
+ 13^*^*/ 
+ 26a*//3<j« 

+ 9û(?y* 
I— l^aédef 
i— 5S6a(?3<f* 
i+ lOacd^f 
I + 296 a<?«/;? ^ 
!- 260 «<:/;?»<? 
+ 72ffrf^ 
I- llb'ep 
;+ 40*3^///* 

+ 22b^ceV 
;+l 6*«rf*;/ 
I— 105*-^rf<f3 

!— 2iy'Cf* 

-2io*Vrf(y 

;+130*«(;î^ 

I— i2ft*»crfy 

; + 170 b'cd^e* 
!— 25*»rf»tf 
j+ 99 bc'ef 
\+\Mbc-''à'f 
-340*<rVi?« 
+ 150 bc*d^e 

— 40 *<?/;» 

— 72rrf/ 
+ 6^>c^é^ 



+ 2 a^M/^ 

— 2a'beY* 

— 5 a cy 3 
+ Il a*cdep 

— lancer 

— 4 a rf»/* 

— 6 a*rf-é?y 
+ 5 a*de^ 
+ 1 ab cp 

— I3a**3î?/* 
+ Vlabé^f 
+ 2r2abc'ep 

— ^abcdp 

— 42abcde*f 
+ 24a*c^ 

+ ^dbd^ef 

— 34fl*rfV 
+ lOac^dp 

— hiac*e*f 
+ 64 0^*^^/" 
+ 46a(?*rf(f3 

— Tiacd'f 

— 50acrf^e« 
+ 2\ad'e 

+ 2 *y8 

— ^b^cep 
+ 2Abd'p 
+ 16*'cW* 
+ 91*«cV/ 

— 14**c<^*f/ 
— 105 * c^(îî^ 

— 86*^rfy 
+ 110*»/fv« 

— 12*cy^ 

— 204 *ç^rf<y 
+ 20*(^V 
+ 208 bc^d^f 

+ 170*<:'é3?V 

— 250*ç^»<f 
+ 60*<3?« 
+ 93 (?■><?/• 

— 86c*rfy 
^Whc'de'^ 

+ 150 (T'^tf 

— AQc^d^ 



+ 

i 

+ 

+ 



+ 

— 2ajM 



3 a'diT 

2aV 

2aHf 

2fl*V/ 

2a*cy 

6 

2 

— lôflW'j 
+ 24flWy/ 

— lOflMf* 

+ 8(M?*</» 

+ 2flcW 
--ï&aeWt 
+ 28(k^#« 

— ISfli/ 
-fl2iMW 

H- i^vr» 

--13*W* 
+ 12*fy 
T 2*V:v/' 
-^38*W 

— Ib'ed^ 

— ^b'et^ 
-734 *Vf/ 
+ 35AW 
-r3ib€if 
-r 22 *«*/ 
T 8*(?rf^ 

^-25*c<V 

— 70WV 
^-IS^if"* 

+ 9(^n 
+ lc^(if/ 

— 30(?V 

+ 40 (rW 

— lOcV» 



TABLE V 



N» 13. — Cîovariant de 2* ordre et de 6* degré = C,,. 



• 

- 1 a V«« 


- 1 a'crf/^ 


4- 2 *V/« 


— 2 avy* 


-1- 1 a*rfV 


- 1 a'rfy* 


+ 5 a^cdef 


+ 1 a^r^y 


4- 5 abcd/' 


— 3 a'rfy 


+ 24 a^cde^ 


- 3 flc»/* 


— 5 ab'def 


- 1 a^dé" 


— 5 fl^c^y 


— 1 ac^df 


+ 1 a^c»/« 


— 1 acd^f 


-f 7 aàcd'f 


-h 1 ab'dp 


4- 7 flc^rf^y 


— 3 a'cé^ 


+ 6 fl^crf^f/ 


— 3 ^///* 


-h 3 a^V 


- 10 ac^e/ 


+ 3 ^^/ 


— 1 a^crftf* 


— 28 acd^e 


- 1 ^ crf<y 


4- 6ac"tf* 


- 1 tf^vy 


4- 6 b^d^f 


— 5 abc^ef 


+ 11 ac*d'/ 


— 5 fl^rf V 


— 1 aWV 


— 6 ac*rf«« 


- 1 bcey 


- 8 ac^d'e 


— 8 abcé^ 


— 8 bc*d*/ 


+ 3 acrf« 


-h 15 fl^rfV 


4-3c*rf/ 


+ 2 a* V* 


- 10 a*rfy 


4- 2 a«rf(fy 


+ 5 ^cf/ 


+ 9arf' 


4- 5 abdé^ 


— 8 b^c^df 


- 5*»c/* 


— 8 acd^e* 


4- 3 bc^f 


+ 9^V 


+ 3a^V 


i 4- T **c^« 

1 


- Sb'def 


4- 7 bc'de^ 


-{-hbc^de 


+ H ^»cV 


4- 5 ^crf3tf 


- 3 J'rfi?* 


' - 37 b'cde' 


- 3 b'cé» 


— 4 ^»cV* 


+ 18 b'cd'f 


- 4 J»(fV 


— 3 cV 


+ Sb'd'e 


— 3*<f» 


— 4 ^c'rfJ 


- 28 bc^df 


-4cV'tf 


-h 2 c»rf^ 


+ 8 *cV 


4- 2 cW 


+ 2 ^wy 


- 17 bcd* 


4- 2 ttcV 


- 1 b'P 


+ 37 ^c'rf»« 


- 1 aV 


- 1 b'd' 


4- 8 c=«rf3 


— 1 C*tf« 




4- 9 c»/ 





ï-i^,y)* 



TABLE y 



O 



2îi 



00 
O 

a 

> 
o 
O 









;2î 



^ 



^:: 



•;> 







++T+I I+++I I++I I I++I+++I iT+i 1++1 + 



•fe" 



TS' 



îr^. 



V.. 



^ 92 <5^ 2^ <5 ^ S S S St! S? <^ 0058 <^ 
Otuiin r* us irs Ci CO CM w o •— • r-i CQ r- • 

++I I++7+I i+i+i+i 




S^o 



coco 00 99 1/3 



S 



SScvî 



ss 



CO<OUvXi/5CO^i/5SP 



++I++I l + l + l I I+++I+7+M++I + M + H-I 




r-<C<^^<ÇD«OCQCQC*^CQÇDCQÇDCOTJ1•^^œ?OCCCQl/î<N(^i(X)X5NC^*<XC^ICCr-H^:0 

+ 1 + 1 ++ 1 + 1 1 ++ 1 + 1 1 + 1 1 1 + 1 ++++7 I +++ 1 1 



(N'«**oic>iTj<'^oœ'*o*^çoxooîO'rfTf«ooX'^-.o«D3jooc^cs»caDçoaîœs5 

+ 1 + 1 + 1 + 1 + 1 ++ 1 I ++ 1 I + 1 I + 1 + 1 + I I +'l ++ 1 













CQ 



I + I I +++ l + l + l ++I + I 1 l + l I++I 1 + 1 + 1 + 11 



TABLB V 



8 



N"* 15. — Covariant de 3* ordre et de 9* degré =C3,g 



9 
21 
78 
48 
9 
162 
99 
309 
12 
240 
81 
1026 
768 
738 
564 
1056 
756 
696 
120 
21 
486 
2160 
1023 
120 
1053 
1314 
1863 
+ SK)38 
+ 2340 
-f 672 
-f 2820 

— 7812 

— 3024 
+ 4572 

— 324 
-h 3888 

— 8748 

— 4800 
+ 4248 
+ 14520 

— 11448 
+ 2592 

— 576 
+ 672 

— 459 
+ 3456 

— 864 



4- 

+ 

+ 



+ 



+ 



-f 
+ 

+ 

+ 

+ 

+ 



a'^bep 
a^bce'P 

aHp 
d^cHep 

cù'cd'^P 
a^cd^e^f 
à^cde^ 
aH'ef 

d'h'dp 
d'h'ep 

a^b^cdep 

a^b^cë^f 

d'b^â^P 

d*¥d^e^f 

abHe> 

d^bc^ef^ 

a^bcHp 

à'bcHe^f 

a'bcU*^ 

a^bcd^ef 

a^bcd^é^ 

d'bfV^f 

a*bd^e^ 

a'c'df* 

d'C^dé' 

d^cH^é^ 

a^cdr'e 

aW 

ab'cf^ 

ab'def* 

ab^ey" 

ah^d^eP 

a^cèSp 



+ 2094 

— 3915 
4- 528 

— 45 

— 2592 

— 9747 

— 8496 
4-26610 
4- 8544 

— 16650 
4- 720 
4- 972 
4-24624 

— 5040 

— 15984 

— 29340 
4-34320 

— 8640 

— 7776 
4- 5184 
4-12960 

— 14400 
4- 3840 
4- 192 

— 1440 

— 192 

— 1080 
4- 2025 
4- 1728 
4- 4410 
4- 5280 

— 13500 

— 4800 
4- 7800 

— 648 

— 14040 
4- 3075 
4- 9120 
4-l6a=)0 

— 19200 
4- 4800 
4- 4860 

— 3240 

— 8100 
4- 9000 

— 2400 



ab^cdé^f 

ab^ce* 

abd^ef 

ab'd^^ 

ab'c'dp 

ab^c^d'ef 

ab^c dé 

ab'cd^f 

a¥cde^ 

ab d'à 

ab ap 

abc^def 

abc^é^ 

ab<^d^f 

abc^d*e* 

abcH^e 

abcd^ 

ac^d'f 

acHe^ 

ac^d^e 

ac*d^ 

bp 

b^cdp 

^dp 

h'deY 

be' 

b^Cdp 

b'cH'f 

b'cd*ef 

b^cdé 

b^d^f 

b^d^é^ 

b'e*P 

h'&def 

b^c^e^ 

b'c^d^f 

b'cd'e 

m^ 

b^&ef 

Vc'd^f 

h'cSde^ 

b'c^d'e 

b'c^d^ 



4- 9a*eî/* 

— 45 a^àeP 
4- 36 a W* 

— 9a *y* 

— . \^abcep 
4- 243 dbdp 
4- 9 aHdep 

— 216 d^be^f 

— 351 d'c'dp 
4- 144fl(?*<?y* 
4- 1836 a=*(?rf «(?/« 

— 2b92a^cdé^/ 
+ Ub'ia^bce^ 

— UfAa^dp 
4- 22tà8a^d^éy 

— 1008a'rf*tf^ 
4- 63 a'b^eP 

— 234 a*b'cdp 

— ISd'b'ceV* 

— 3231a***rfV* 
+ 429'Sa*b^dey 

— 972 d'b'r 
4- 810 a*bcp 

— 3^Sa^bc*de/^ 
+ 4(ma*cer 

+ 1938a*bcdp 

— 93ma^cd^eY 

— 864 d^bcde^ 

— I2d6 a^bd*e/ 
4- 21ùOd^bd^e^ 

— 324 a*c'ef^ 

— 2484a*(?iy* 

4- Q62Aa*c'deV 

— 6912 a W 

— UTSa^c^d^ef 
4- 126T2 a Vrf*^ 
-f 1944fl*eî^/ 

— 9cn2d^cd'e^ 
4- 1944flrrf«<f 
4- 144 ab*dp 

— 243û*»<?V* 

— 900 alt'ép 
-\- }m'20 aPcdeP 

— 8586a^*c<?y 

— 864 aà^d^P 



— 1215a^rfW 
4- \2\bab^de' 

— 1836 û**c«<?/* 
-\e8\2ab*c*dp. 
4- Gi\à\ ab^c^de^ 
-i- 129(50 ab'c^e* 
+ \Qô\2 ab'cd^ef 

— \8d00 ab*cd'é^ 

— 3888û*'rfy 
4- 2970 û*W 
4- 15228 abc^dp 

— 49e6abc*eY 
'- \4s4i abc^d^ef 
— 12960 abc^dé^ 
4- V29Qabc*d'/ 
4- 2!fâ00 abc rfV 

— 6480 abcd^'e 

— 3888 ff</* 
4- blS4 ac'def 
4- 5760ttérV 

— 576 ac^d^f 

— 9360ac'rf^^ 
4- 2d»Jac'd*e 
+ 288 b^cp 

— 3888 ^W* 
4- 3645 *W 
4- 756 b*c'ep 
4- l^Sb^cdp 

— 4(XjO b'cde^f 

— 6075 ^»c^ 

— 4d^b'dW 
4- 6075 *»rf*^ 

— 7128^c^rf/« 
4- 2910b'c'ey 
+ 3060^(?*rfV 
4-10l25^Vrf^ 
4- I4i0 b^cdY 
— 13950 b^cd^è^ 
4- 3600^5^"^^ 

4- 1944 *W« 

— 1620 b*c(ie/ 

— 4500*V»<r» 

— 360 b*c^dy 
4- 6aO0b^c^d*e* 

— IdOO yc*d'e 





rkttM*>x*tf> 




>° 15. — Covariant de 3* ordre et de 9* degré =Cj,, 


1 :rv» Il 


fi 


» 


- »iï*rf/' 


■ 




»a**<r* 


- 52»afcrtfe« 


+ »flV/' 


4- 4a^it»'crf«« 


+ 


21 a»c'/' 


— 34624 otatf'f/ 


+ ISffM^' 


+ 4968 a WV/ 




+ 14040 fffcrf^ 


— 297(1 a* 'dV 


+ 


VSto'cdtp 


+ 7776 «M»/ 


- 63fl*«^/« 


+ I298aSc'<r' 
+ 4428ofc»3i;" 




120 aVï»/' 


- 4860ûirf> 


— 243fl^eV/" 


+ 


81 a'4>p 


+ 3024 «CW* 
- 42t»tU*d'P 


+ 351 aed-p 


- 18612 aic'ife'/ 




4Wa"</'f/' 
578 aV«*/ 


+ 294 a^edt'f^ 


+ 43a0aôffV 


+ 


- SAiaedé'/ 


+ 14544 ufte'rf'e/ 




192 a'e* 


+ iSOaaee* 




- 'SmaWd'é^ 


+ 


78a'*«c/* 
^a^hiep 


+ 15684 OC-rfV/ 


— ol84«S<:rf/ 




— flIïOaCiV 


- 288 <iV»^ 


+ e20efcrfr 


+ 


21 a'&y/' 


5184ac'rf/ 


— •36a*'/* 


— 914 ab^d'P 
+ 3888 e<;e'/ 

— 1440 ocW 




309a'Jc'çr' 


4- 3240 aCrf**" 


- 98-4 «/' 




1028a'Jcrf/' 


+ 240**/» 


- IWa-J-rf/' 


+ 


2H»a'4cd//' 
SnaHctf 


— 1066*«erf/' 


+ 243a'iV/ 
— 1836a'*crf/» 




- 1314 *W/' 


+ 516acW*/ 
+ 360oc-y*f' 


i 


IHôaa'fcPjy' 
3*56 a'MW 


+ afH5i*dr/ 


+ 3231 a'ftc'e'/' 


— 1152ôrf/" 


+ 


1440 B'W*» 


— 2025 *■«» 


+ 38-Afl>rf^e/' 


+ 972 *»*"/" 


+ 


73«a'cV/» 


4- (msvp 


— 10620 fl**crf(-y 


-^ 1008 ft*C'/' 
+ au A'cfl'e/» 




laoa'cvy" 
ffi38a'cWV' 


+ -KiZbeOfP 


+ 3»«3'*C^' 




+ 45 iV»»/ 


+ 324 a bd'-n 
+ 1836 b'WV/ 
_ Tfiea'i-ftfr 


- 1215ft'c<Y 




861 a c'rfr/ 


4- 4800*»crfy* 


+ 6912S*rfy* 
-l^Beos-rfie'/ 


+ 


192e'cV 


- 26610 WrfV/ 


+ 


324 aW/' 

25taa'(rf^y 
ITSaW/ 


4'l.%00»^»^ 


+ 1458 a'cy» 


+ 6075 JW/* 


+ 


±iigrsf 


— 2700* Vf/* 




+ PB4 Q Vif/ 
+ S48ïa'c'rfr' 
+ 16812 a WV/ 


12B72 fr'cyy' 




972a'rf'f/ 


- teTÏ^'c*//' 1 
— 14520 J'C^/' 1 


+ 18900 Pc'rfe'/ 


+ 


648aV'#- 


- 6075*'c"f* 




48 aJ*/' 


4 16650 AVrfe/ 


— lISSèa^cM^ 


+ 12960 J'crf^f/ 




12 aJ-c/» 


— 7800 iVr" 


_15228acrf'e/ 

+ 1)28 a'cf/ 


- 10125 S'crf'e' 


+ 


7RSa*<ÏV" 


4- 28840 S'A Wr 
- 16350 J'eVe» j 


— himV'^f 




\fma¥dt'p 
459a*^ey 
56USV-rf/' 


— lP44a'rfi!' 


+ 4500 frW 
+ 9072S*c*rf/' 

— 22500 i'c»dV 


4- 
+ 


-12960i'«^r 
4- 8100i"erfV 


+ 816 a JV' 


+ 


1053aS'c'ey* 


~ 34320 teV*V 
4-19afl0fe'A« 


+ HSma^cdp 




2340aJ'crfV/' 
20ft4aù'crfy 


- imobcei/' 


+ 139B0iW(^ 




— 4032aA'rfV' 


+ 936Ilft'cW 

— 6300S'c'rf*«' 


+ 


! 080 aS'cr 


+ B5mahd// 




3888 ff*y-/' 


4-14400tc*rfy 
- WttOdedV 


- 3645 flA^»* 


— 1944 itr/' 


+ 


»747 aft'rfvy 


— 2268 a*V/' 
+ 93e0aJ!cy</' 


+ 0480*e'àf/ 




4410aS'd'<r' 


~ 25H2cV 
4- 8640 «-&/ 


— 3600 *cV 




756aftff'/' 
2820 ahédtn 


+ 1215 oi'cV/ 


- 2830te'(P/ 
+ 1800 icyv 




- 48ii0e«^ 


— 6e24aicrfV' 


+ 


528 abffie^'f 

sniRab^dp 

Simabc'dV/ 


- 3840 e»^»/ 
4- 2400e*rf<«« 






+ 





TABLB V*'> 



N* 16. — Cîovariant de 1" ordre et de IP degré =C|,,i 
{ * œ \ 



1 
1 

7 

12 

5 

6 

+ 12 



+ 



[ + 



7 
1 
2 
2 
— 7 
-h 12 






+ 



5 
3 
90 

+ 21 

+ 44 

— 60 
-+- 62 

— 28 

— 6 

— 8 
4- 11 

— 6 

- 11 
-f 96 

- 64 

- 66 
~ 29 
+ 68 
-h 18 
-f- 75 

- 78 

- 27 
+ 24 



-f 



1 
1 

— 8 
-f 46 

— 30 

— 20 
+ 3î^ 

— 48 



a^cdep 

a'cep 

a' dp 

a'd^e^P 

a'd'ef 

a'de^ 

Q^¥cdf^ 

aH^ceP 

Q^bH'eP 

a^h'dèp 

a^Wf 

a^bc^P 

a^hc^dep 

ar'bcdp 
a^hc^e^P 
a^hcde^f 

a^bd'ep 

a^bd'ef 

a^bd'é 

a^c^ep 

a^c'dp 

a^d'dep 

a^c^d'ep 
d^c'd'é'f 

a^cdp 

a^cd eY 

aJ^cd^e^ 

a^d^ff 

a^d^é^ 

a'bdp 

ab'ep 

a'h'cp 

a'b^cdfp 

a^^cep 

a'^b dp 
a'kHé'P 
a V'de'f 



4- 27 a^b'é^ 
-h 39 a^b'c^ep 

— K^ab'cdP 
4- \Sa*b*c'de*f* 

— 6a''bcW 
114 a*b*cd'ep 

hla*b'cd'&'f 
12 a^*cde^ 
6a'b*dP 
3 a'b*d eV 
\1a'Vd'^ 
^a'bcdp 
198 a*bc'ep 
9 a bcH'eP 
2^a''bcdt^f 
+ 116a**(rV 
6 a'bc dp 
108 a^bc'd^e^f 
h\2a*bc'de' 
294 d'bcd et 
'b\'^a^bcd'^ 
lOSa^bd^f 

— IfiSa'bde* 

— 27 a'c'p 
-f- 108flVrfi?/« 
-f- 194 a^ce'f 

— 42 a*c*dp 

— 66:îûVrfW 

— 21i a^c*de* 
+ blOa'cWef 
4- 9l4flW^<f^ 

— 153rtVrf/ 

— 1032aWV 
+ 486flVrf> 

— 81 a'd' 
+ 7 ab'cP 

— 16 amep 
4- 9ah^tp 
~ 53 ab*c<!P 
4 lOi cb^cdp 

— ibQah*cdeP 

— ]\lab*ceY 

4 I36ab'd'^/ 



4 
4 
4- 
4 



4- 



+ 



4 
4- 



— 108ûJ*rf^ 

— 82 at^c'dp 
+ 3l5fl^^V/« 
4 \h'^a^cdep 

- 2^alt'cde-f 

— 23iah'c'e^ 

— Wiab'cdp 

— 308fl^Vrf<fy 
4 735 a^W^^ 
4 ^mab'd'ef 

28^abd'é^ 
27 û* cp 
?&^ab'c'deP 
337 a^'rVy 
222 ab^cép 
783 ab^c'd'e^f 
880 a*V3rf(?* 
9^ab'c'd'ef 

— ly^abc^d"^ 

— 240 ab'cd'f 
-h 1098 fl^VrfV» 

— 144a*'rf'<f 
-I- 81 <?*r«c/« 

— ïAabc^dp 
-f fnoabcde'f 

— I48(ii5r*^ 
-Ill6a*c'rf3|?/ 

— hVnabc'd'^ 
4 474tt*cW 
4- 1662 a*r"rf/* 

— liaTfl*f*rf«tf 
4- 



4 



4 

4 
4- 
4 



4 
4 



243 abcd' 
216fl^W 
369 ac d^ef 
340 ac^di^ 
\49 ac'dj 

— 730flc*rfv* 
4 4>^S ac^d^e 

— 102tfrvr 

— 2 *7* 
20 *V^/» 
24 b'^dp 
72 l^dep 
bib^e'f 



4 
4 



4- 



16 
129 
108 

T2 



-f- 135 
4- 84 

- 112 

- 6 
4 240 
4 179 

- 144 
4 306 

- 765 
4- 28 
4 280 

- 88 
4 40 

63 
42 
798 
IX) 
~ 224 
4 1365 
4 368 
-1025 



4 
4 



4 



60 
30 



-f- 252 

4 798 

— 700 

— 578 

— 370 
4 880 

— 240 

— 486 
4 60 
4 312 
4 645 

— 735 
190 

81 

54 

135 

150 

40 



4 



4- 



bHHp 
V'c'e^P 
b^cd'ep 
h^ed&f 

bHp 

b^d^e^f 

b'c'f 

b'&dep 

b'c^e^f 

b'cH'f^ 

b'c'd e'f 

b'c'de' 

b'cd'ef 

b'cd t' 

Vd^f 

b'd^é" 

¥re P 

h\'âp 

b^c'de'f 

b'cWef 

l^c'^de' 

b'cW 

b'c'de^ 

mdl^e 

¥d' 

yc d*ef 

b^cdt' 

b^c'dj 

b^c'd^e'^ 

b'^ed^e 

Wc'^d? 

bc^def 

bcf» 

bc^d'f 

bc^d'e* 

bc^'de 
bc'd* 

&>/ 

cH'f 

c'de* 

c'd^e 

à'd^f 



li 



TABLE V • 



CSuite du i^o iSJ 

N° 15. — Covariant de 3* ordre et de 9* degré 



— Cj, 



ory* 



II 



I 



— 9 

H- 9 

+ 45 

-f 18 

— 68 

— 243 
+ 351 
-+- 234 

— 144 

— 810 
-f 900 

— 288 

— ' 36 

— 9 

— 144 

4- 243 

— 1836 
+ 3231 
+ 3825 

— 10620 
+ 3888 
-I- 324 
+ 1836 
^ 756 
+ 1458 

— 7938 
+ 864 
+ 2484 
-f 16812 

— 7488 

— 15228 
+ 7128 
+ 3888 

— 1944 
+ 216 
H- 2592 

— 4293 

— 4032 
+ 8586 

— 3645 

— 2268 
4- 9360 
+ 1215 

— 6624 



a'é/* 

aHt^ 

a¥p 

à'b'ceP 

a'bHV 

a^bcdp 

a^bc'ep 

a^bcd'ep 

a^bcdi^f 

a^bcé* 

a bd^p 

a'bd^e^f 

a'bd^e^ 

a\ep 

a^c^def^ 

a^d'd^p 

a^cd'ef 

a'de^ 

ab^ep 

a¥cdp 

ab ce^P 

abH'ep 

ahde^f 

ab^c^P 
ab'cHep 
ab'c^t'f 
abcd^f^ 



— 6651a*«crfV 
-f 40.i0ad'crf^ 
+ 4968a**rfV/ 

— 2970 a*WV 

+ 1296a^(?V' 
+ 4428fl*(?*tfy* 

— XmviaboHe^f 
-f 4320fl*(:3<r* 
+ 14544 abc^d^ef 

— 3060û*c'rf^^ 

— 5184fl*C(/y 
+ \'&^abcde^ 

— Vè^\ab&d^p 
+ 3888a(?'^y 

— 1296ac*rfV 

— 1440 flcW 



576a(?«(/y 
360 aed^'!^ 



+ 
H- 

— 1152* df/3 
+ 972 bHp 
-f- 1008 *W3 
+ 864 h^cdep 

— 1215**(;<fy 
+ 6912J*rfy« 
~ 12960 **rf<î*/ 
+ 6075 ^rf^ 

— Yïm¥<^eP 

— 12672 *W*/' 
+ 18900 ¥cHé^f 

— 6075 ^-^cV 
-f 12960 ^Ci^^/' 

— 10125 *W*(?» 

— 5760 ^^rf-r 
-I- 4500*W<f« 
4- 9072 *Vrf/* 

— 2970 i^VW 

— 22500 b^(^d\f 
4- 13950 b^<^df^ 



4- 



4- 



4- 



9360 b'^cH'f 
6300 b'^c'd^é' 

vè^xwp 

fiAdObrdef 
3600 *rV 
2880 bc*d^f 
1800 bc*d^e^ 



9 
9 
21 
4- 162 



4- 



120 

81 

486 

4- 576 



4- 



4- 
+ 



192 
78 
99 
21 

309 

— 1026 
4- 2160 

— 672 
4- 1863 

— 3456 
4- 1440 
4- 738 

— 120 

— 2538 
4- 864 
4- 192 
4- 324 
4- 2592 

— 1T28 

— 972 
4- 648 

— 48 

— 12 
4- 768 

— 102:î 

4- 459 

4- 561 

4- 1053 

— 2340 

— 2094 
4- 1080 

— 3888 
4- 9747 

— 4410 

— 756 

— 2820 

— 528 
4- 8748 
4- 8496 



a*bdp 

a'bep 

a^c'P 

a^cdep 

a^c^p 

a^d^p 

aHH^P 

a^b dep 

a^b'é'P 

a^c'eP 

a'bcdP 

a^bcdep 

a^bcef 

a*b(^ep 

Q>bd}èf 

a^bd^ 

a^c^dp 

aVW* 

a^d'd^ep 

a c^de^f 

a*cdp 
a^cd^e*/ 
a*cd e' 
a'def 
a*d*e^ 

ab*P 
ab^cp 
abd^p 
a¥dep 

ab'c'dp 

ab'c'ep 

ab'cdHP 

a¥ed^f 

ab^cé' 

abHp 

ab'd'e^f 

ab'd*e' 

abcp 

ahédeP 

aboyer 



abcH^é^f 



— 52BOa^'<2^ 

— 24624 o^afV/ 
+ 14040 ahcd^ 
4- 7776aWy 

— 4860 a*rf»^ 
4- 20^a€^ep 

— 4248 oc*/* 

— 8544aC(i^/ 
4- 4800 a<?e* 
4- 15084 (urdOef 

— 9120 éîi:»^^^ 
- 5I84flr*rf/ 

4- 3240ac*rf*^ 

4- 240 *V' 

— 1066 **«</» 

— 1314 *W/* 

— 672 WV/* 
+ 3915 W^/ 

— W&b^ 
4- 606 ^V/» 
4- 18\2bedep 
4- 45dH?V/ 

4- 4800*«crf=/* 

— 26610 W:rf-^/ 

4-13600W:rfe« 
4- 5040**rfV/ 

— 3075^7^^ 

— 4572 *V</* 
— 14520 ^Vrf*/« 
4 \m^b^c^def 

— 7800 iV^* 
4- 29340 b^c^d'ef 
— 16350 ^«c»rfV 
— 12960 b^cd^f 
+ 8l00^»crf*<j> 
4- 11448 ^W* 

— 720 b&^e^f 

— 34320 bc^d^ef 
+ 19^200 bc'd^ 
4- 14400 be^d*f 

— 9000dcd^€^ 

4- 8640c«3(P/ 

— 48<lOc«^ 

— 3840c*rfy 
4- 2400c^rfV 



h 
J' 



TABLB V •> 



N' 16. — Cîovariant de l*' ordre et de 11* degré =C,,,| 

œ 



i— . 


1 


+ 


1 


-h 


7 


— 


12 


■-h 


5 




6 


+ 


12 




1 


4- 


1 


-h 


2 




2 


— 


7 


-f- 


12 



- 5 

I- 30 

:+ 21 

+ 44 

— 60 
-+- 62 





28 




6 


— 


8 


■f 


11 


— 


6 




11 


+ 


96 




64 




66 


— 


29 


+ 


68 



-h 18 
4- 75 

- 78 

- 27 
+ 24 

1 
1 

- 8 
-f 46 



+ 



a^cdep 

a" dp 

a'd'e^P 

a'd'ef 

a'dtf" 

a'^h'cdf^ 

aWd'ep 
a^h'd&p 

a'b&p 

a^br^deP 

a^bc^eY* 

a^bcdp 

à'bc'e^p 

(t^bcde*/ 

a^bce^ 

a^d'ep 

a^hd'ef 

a^bd'f^ 

a^c^eP 

a^c^dp 

a^c'df'n 

a^c^d'ep 
à'c'd'^'f 

a^cd'f* 

a^cd t^f 

a^cd'e^ 

a^d^^f 

a'^d^e^ 

a'b dp 

ab'eP 



30 

— 20 
-f 3î^ 

— 48 



T 
a'b'cp 

a^Vcdfp 
a}^\ep 
a}bd'f^ 
a'k^deP 
a ¥de'J 



4- 27 tt^^<f« 

-h 39 a^b'c^ep 

— K^ab'cdP 
-f- \Sa*b*c'de'f* 

— 6 a^b cW 
4- lUa^'cd^eP 

— 57a**VrfW 
+ 12 a^^cde^ 

— 6a'b*dp 

I + 3 a'b'd e*f 

— 12tt^*W'/ 
-f 90a'bcdp 

— 198 a*bc''ep 

— dabc'd'ep 
4- 2ii6a'bcdt^f 
+ 116 a^bc'e^ 

— 6 a'bc dp 
+ 108 a'bc'd^e*/ 

— b\^a*bc'de' 

— 294a*bcdef 
+ bV^a^brd't' 
4- 108 a^bd'/ 

— If^a'bde* 

— 27 rt V/^ 
4- ]08a*c'deP 
4- I9ia^ctf 

— 42a*c'dp 

— m^a^c'd'e^f 

— 21ia*c'de' 
+ hlOa'cd'ef 
4- 9l4flVW'*<H 

— 153flVrf/ 

— l032flVV<f* 
4- 486/iVéf<? 

— 81 aW 
+ labrf^ 

— 16 ah'^dep 
-f ^affit'P 

— 5:^ ab'c^ep 
4- lOicb'cd'f 



+ 



ibO ah'cdeP 
Ulab'ce'f 
iSah'd'ep 

l38ab'd'tV 



-h 
4- 



4- 
4- 

4- 



108ûJ»rf^ 
82 af)^C'dp 
Slbab^&'eP 
153 aff^c d ep 
390 ab-'c dt^f 
234 ah'c'f^ 
\\\abcdp 
^mabcde^f 
735 alt'cd'e^ 

2B^abd'è^ 
27 ab cp 
?&^abc'd€p 
337 ab'c'&f 
"XXtab'cdp 
783 ab^c'd'e^f 
880 abh-^de' 



3 ' 



4- 
+ 

+ "^abcd'ef 
~\^f^abc^d'^ 

— 1\0aWcdf 
+ 1098 û*Vrf4* 

— 144fl*'rf'tf 
4- 81 rt^'V/* 

— fAabc^dp 
4- mOabcde'f 

— I48û*r*<?* 
-lllHfl*c'^<f/ 

- b21abc'd>^ 
4- 474a*rW 
4-16(52a*r'rfV 

— lia=>flAf*rf»tf 
4- 243a^rrf' 
~ 216fl^vy 
4- ^SQacd'ef 
+ 340rtr*'rf/f* 

— 149 arW 

— 730 flf*^* 
4- ^Sar^d^e 

— 102 acd:' 
2bp 

20 bK-^p 

24 ^«rf«/' 
54^ 



4- 



4- T2 *«rf^'/* 
— 54 b*eY 



4- 



16 
129 
108 

72 



4- 135 
4- 84 

- 112 

- 6 
4- 240 
4- 179 

- 144 
4- 306 

- 765 
4- 28 
4- 280 

- 88 
4 40 

63 
42 
798 
4- 175 



4- 



— 


224 


4- 


1365 


4 


:%8 




1025 


4- 


60 


4- 


30 


4- 


252 


4- 


798 




700 


— 


578 




370 


4- 


880 




240 




486 


4- 


60 


4- 


312 


+ 


645 




735 


4- 


190 


4- 


81 




54 


— 


135 


1 

T 


150 


— 


40 



l^c'e^P 

b^cd'fP 

bHdt^f 

^V^ 

bHp 

b^d^e^f 

b'c^f 
b'&dep 
b'c^&'f 
b'cHf^ 

b'cH <?y 

b'c'de' 
b'cd'ef 
b'cd t' 
b'd^f 
b'd^e* 

h'eàp 

h'r'def 

h'&'d'ff 

b^c'd't' 

b^cW 

b'c'de* 

hr^hd^e 

kd^ 

b'tfe'f 

b'c cfief 

b*r dt' 

V'c'dJ 

b^c'dfé^ 

b*c^d'e 

b'r'd^ 

bc^dtf 

bCf^ 

br^d'f 
br^d*e* 

bc'^d'e 
bc'd* 

&'"/ 

edB^ 
c^d^e 



I 



TABLB V*» 



(Suite du N^ 16) 

N° 16. — Covariant de !•' ordre et de IP degré =c^^^^ 
1 y \ 



+ 
+ 

+ 

+ 

+ 
4- 

4- 
+ 

+ 
+ 

+ 



1 a^cd^f*' 

2 a^cdt^f^ 
1 a'ceT 

8 fl*a Vy* 
7 a'de^^f 

1 a^HV^ 

2 a^dé'P 
la^/ 

7 a^bc^df^ 
7 a^hc^é'P 
30 a^cd^eP 
46 a^hcdép 
16 fl^jc^y 
6 fl3jâf y« 
39 a-^^rf é'p 
53 fl^*rf«<? y 

20 fl3*fl?éî« 
6 a^cV* 
44 fl'^c^ftf/» 

20 flSc Vj^ 

11 a^c^d^p 
105 a^cH'^ë^p 

104 a^c^dev 
24 û»cV« 
90 a'crf*<?/« 
82 a^cd^e^f 
16 û3c</V 
27 «3rfy ^ 
27 fl^rf^^y 
6 û^rf*/ 

12 a*J Vrf/* 
12fl*^V<?y3 

21 a-'bd^eP 
30 a^l^dép 

9 fl^^3^/ 

12fl*^W* 
69û^^^cV(?/3 

96 a'^b'cd'P 
ISû'JVrfV/* 
150û'**crf^y 

THa^b^c^ 



^^ 



— 315a***rfW 
+ 129 tt***rf*(?^ 
+ 6 CL^bc^'ep 
+ 66^*^c3rfy8 

— 114a«*c»rféîy« 

+ ABd'bà^e'f 

4- 9 a^bcH^ep 

-153a*^c*rfW 
-f 108a»^c*rf(?5 

— 108a**c(^y 
4- 396 a^bcd'eV 

— 240 a^bcd""^ 

— 8ia'bd^ef 
-f 63tt«*^éî3 

— 18aVrf/3 
4- 6 fl«c •éîy 
4- 6 a^c'd^eP 
4-114fl*c*rf^ 

— 84ff*cV!^ 
4- 42a*c«rfy» 

— 222 a'^c^dHH 
4- 144 a Vrf»<î^ 
4- ^aH^d^ef 

— 42a^c^d*é^ 

— 5 fl^^rf/^ 
5 a^ (jya 
7 û J vy* 

62 ab^cdeP 
48 aVcép 
Uah^d^p 

^abHe'P 
— 117 fl^»rf(?y 
4- 54flJV« 
4- 8 ab^t^ep 
+ '^ab'cHp 
4- ^labHe^P 

— }dSab^e'f 

— 238 aPcd^ep 
-f 390 ab^cd^ey 

— 12 ab^cde^ 

— 194 fl^vy* 

— a37 û^^rf w 
— 179 û*3t/^^(?^ 



4- 
4- 

4- 
4- 
+ 



— 75 

— 3 

— 108 
4- 308 
4- 112 
4- 663 

— 783 

— 306 
~ 570 
4- 798 
4- 216 

— 252 
4- 27 
4- 294 

— 208 

— 93 

— 570 

— 28 
4-1116 
4- 224 

— 369 

— 798 
4- 486 

— 81 

— 108 
4- 153 
4- 240 



4- 



4- 



88 
474 
368 
149 



4- 


578 




312 


4- 


54 




1 


4- 


28 




27 




11 


._ 


68 




12 


+ 


108 




116 


4- 


234 



— 135 



ab^c^dp 
ab^c^ep 
ab^c^d'ep 
ab'c^dé^f 

ab^cdp 

ab^cHH'^f 

a¥i?d'e< 

ab^cd^f 

ab^cd'^ 

ab'^d?/ 

abWe^ 

abcp 

abc^deP 

abc^é^ 

abc*d}elf 

abf^dp 

abc*de* 

ab<^d*e/ 

abcH^e^ 

abcH^f 

abcd^e^ 

abcdPe 

abd^ 

ac'ep 

ac^dp 

a(f^de^f 

ac^d^ef 
ac^d^é^ 
ac^dr*/ 
ac'dh^ 

ac^d^e 
ac^d^ 

b'^cp 

b^dep 

¥(^P 

b^cHp 

b'^cdP 

b'^cdéP 

b'^ce^f 

bH^ep 

¥d}f»f 

bHe"^ 



4- 78 
4- 12 
4- 513 

— 735 
4- 274 

— 8hO 
4- 765 
4- 148 

— 175 
~ 24 

— 513 
4- 283 

— 914 
4-1986 

— 280 
4- 527 

— 1365 

— 340 
4- 700 

— 60 
4- 153 
4-1032 

— 1098 

— 40 
-1662 
4-101» 
4- 730 
4- 370 

— 645 
4- 135 

— 486 
4- 144 
4-1185 

— 60 

— 488 

— 880 
4- 735 

150 

81 

243 

— 30 
4- 102 
4- 240 
-- 100 
4- 40 



4- 



h'é'dp 

b^c^e^P 

b^^d'ef 

h'^cdéj 

b^cdp 

b^ef 

b^c^dep 

b^dPe 

b^ep 

b^<*dp 

b*<^deV 
b^t^e* 

b^d^ef 

b*c*d^e^ 
b*cd\f 
b^c^d^e* 

b^cd^e 

b*cd^ 

bc^dp 

bc'elf 

bc^é^f 

bc^dé 
bc^d^f 

bc^d^e^ 

bc^d^e 
bc^én 

c^d*e 




+ 2a»c'(rV* 
+ I0a*cd-ef* 

6 fl»(7<*/' 

6a>rf'/' 
12 a-d-eV 

— 10 a'd'ef' 
6 aW*'/ 
2a»«- 
ia'b'cdp 
A fl'ê'ce'/' 

— lOa'i'rfV/' 
+ ItJa'SVcy» 

— fl <!<*'*«/' 
+ ea'ic"/' 

— 26a*cW«/* 
-h 80'fcW» 
+ 32a'tedy' 
- 1 16 a'beit-e'p 
+ lB0a'fc4W'i 

— ISa^bre'f 
+ Wa'ftrfV/' 

— Ma'M'è»/' 
" 44a'Arf*(rY 
+ Ma'Mf' 

— SOa'cV 
+ 4 a V^ 
+ 240a'p'rf;' 



a'c'd"'/' 

aVrfV' 
aVV«y 



+ aiaVrfy 

— lOSa'rf»»/» 

- 12a'rfV 



2 a' 






— lÙaWc'p 

— 8a>*Vy* 
+ BOa'ô'rfW» 

— \ma^bdt*n 

+ T2a**y 
+ 84a'iVJe/' 
— 2sna'éy'«/' 
+ 300a***dV/l 



104 a'i'cV/* 
IBOa'^'c'da'/' 
60a'J«c'«'/' 
3a0a^ôcrfv/» 

eod'i'crf'fyi 

iaiab'edê"-/ 
+ iSâa»J«' 

— 72 fl'i'crf»/» 

— 420a''*'crf<é'/' 
+ 86oa'ft'crf'«/ 

— 40i a^bed'e' 
+ ma'br^' 

— laOa'ScW' 

— bmabc*tPef* 
+ IBOa'êc'rf^» 
+ 3Wû'*c'«»/ 
+ 2flOa'icWy' 
+ 1440 a fo»rfy'/» 

— MOa'icWW 

— 3T6afe<fo* 

— laftJa'fcrfy" 
+ 80a*icrf'««/ 
+ 832a''fo5»«^ 
+ 432a"Scrf'/' 

— lia^bcd*'»/ 

— 240a'*frf'/ 

— SOa'c*/' 
+ 'lS8tt*c^de/» 

— 56 ttV^?' 

— 140a>cW' 

— ISOaVrfVy* 
+ 420a'c'rf(r'/ 
-- 216a'c'»« 

+ AQûit-'c'd^tp 



- 144a'cWy*« 
+ 1620a'c'rfW 

— lezoa'cy*"^ 



StMa'erf'i'/ 
+ ër76a'cri"«* 

— 162 avA» 
+ 14 ff'ftV/» 

— Ha'bxdef* 

— tia'b^re*/^ 

— 50 a'fc ff/' 
+ 90 a i*cdif* 

— 120a'J'fdf</' 
+ 00 a*b*eey* 

— IMWa'cy-»* 
+ SlOaVrfV 



2a>cd'p 
4 B^ede'/' 

— 2aV*'/* 
+ Sad'ff 

— mwd'e'f' 
+ 14 a'rfeV' 

— 4 flV/ 
+ Zam'P 

iab'de'f* 
2a'*v/' 
10 a*bc'df* 
10 e**cV-/' 
26 a-hcd'ef^ 

aa a'bcdr'r 

Qa*bceV* 
30a'M*/' 
+ 84a«4ii-eV'» 
~ SOa'ArfW' 

— TUa'bdf'/ 
+ 18 a '*(■«« 

— eavy^ 

+ aSa'fWe/' 

— Ôa'cV/» 
+ 4 aVW* 

— IWa'cyW» 
+ ^a*c'deV* 
~ 26 a W/ 
+ eeaVrfr/" 

— 160a«crfvy« 
+ 124a'rrfW 

— »a*edé* 

— 3«a'd/' 
+ 12 fl'rfW» 

— 60 a'-iVÏT 
+ las'rfV 

— Ifltt'irrf/' 
+ 16 a'b'ce*/* 
+ 8a=*'crfV* 

— 8 ^b'ce^f* 
+ 12a'iW» 

— llOa'ft'flW/* 
+ 80a'*'cW' 
-^ a40a'iVrf"/' 

1«0 a^S rrf W' 



— 12>» aH'cdff' 
+ 16 a b cry 

— IZOa^'rfV* 

— 56a'*W/> 
+ 940a«i'cayy 

— IBflOa'J^rfW 
+ TîAtflyd't*^ 
+ 8Mfl*»Vrf/* 



— 80a»*'(f»'/» 
+ 368a**'rf'c/ 

— leoai'rfe' 
+ 24a»ftc'y' 

— 160 a êeVr* 
+ 320a»ftcV*'/' 

— 2Wla'i^^v/' 

— 560 a'Ac'rf**/' 
+ 12ana^fe'd'f/*i 

— eesa'ic'rfiV' 

+ IMfl^icV 



— MOa^ferf'i/' 



c'd^* 
'c'tfp 



+ 288a«*crf> 

- - - - ,j 

+ 2Ha'brd'e^ 

— Uia'bd'ef* 

— HAa^bd't^ 
+ 24 aW/' 

+ 2fi0o'iî'/ " 

— 440 a V. 
■ 400a"e*^j 

— 140 oV. 
40a»Crf^/ 

— SeSaVdf -^ . 
+ IdHa'e'd-ef* 

— WaVdW 

+ sma'e'd'ff 

— IflSa'erft/ 

+ aôffl'rf'^ 
+ fla'*»<//* 

— «fl'ftVv» 

— lOa'i'cV» 
+ 180a»ftv5«/' 

— I3na'*W' 
+ flOa'S'rf'if» 
+ eOaVrfe'/' 

— 20a'**cV?* 

— 280 8^0^'/' 
+ 80a»6«c«d(irt 

4- aooa'rfv'W» 

+ IWa'ÔYrf'a/» 

— lOïa'AYrf^y 

— lOHa'-fw' 
+ 6 are/' 

+ 72 a* W^ 

— 4»e*V:V/' 
+ 2S&aied'f 



L. ^ 




TABLB V 



13 



f Suite dt« iV» i7J 

N» 17. — Covariant de 1" ordre et de 13« degré = C, , „ 
a? Il y 



+ 



-f- 



- 2\6a'b*e' 

— leoa'h^c^df* 

— 80 oMi^c^e'P 
+ Vma'l^c^d'eP 

— 312 a^^'c è^f 

— 440 a^b^ed^n 

— 2\60 a^à'cd eV^ 
+ 1740a«^VrfV/ 

- 2\6a^à^cd(!» 
+ 2Mi a^à'd en 

— ^40 aWd'é^f 
+ 1244a'^rfV^ 
+ 72 a** V/* — 

— 2i0 a b^cdep — 
+ 940«*AV(fy* !— 

U r320a»d'c»rf^V/ + 

— 2640a'^V^rf^/i + 
+ 908fl'JV<f« -f 
■+ 600fl**VrfV/* — 
;+ 3360fl'*VW/ — 

— ima^'c^d'é^ -f 

— 1656a«J«crfy* 

+ 3408 a** Wé?'/ 

1— 3480a'*VrfV* 

^ l(ma'b*def 

!+ 1224a»**rf«(rs 

'— 144«'*<:(?/3 

!h- \(^a'bcdf-n 

- ima^bcHe^p 

- 700 a'bc'^e^f 
■+ 900 fl'*(7W '<?/' — 
.+ 8160rt*Jeî'rfW + 

- 2148fl*^(?«rf<f> ! + 
+ 912fl'*crf/* 
— 15060 a'^bc^d^é'f 
;+ 2800 a'^c'^^f -^^ 

1+ 20b2 a'bc'd'^ 

— 918«**eîe/y 

— 2304a**crf^' 
+ 486 a^bd^e 
-f 504 fl^<:V/' 

— 576 a'^cf'dHP 

- 2QSSa^c'd&^f 
+ 1172flV(?» 

- \2Aa'cd'n 
-f- 4336flVrf<é?y 

- 2540flV'rfV 

- 1912aVrf^<î/ 
4- 2\W)a'c'd*^ 
+ 240 fl VéT/ 



ie2fl»cé;*o 

4abp 

22abcff* 

2idab»d]f* 

l^ab'de'p 

124 ab^e*df* 

368 ab'^e'ep 

688 aJ cé^ V/3 

]92a^crf<r/* 

400fl^'^rf/^ 

984fldW/* 
2160 ab^d e\f 
1080 û^rf«« 
60aJW* 

480 ab'^&dep 
1580a^*c8<f3/« 

40 ab^cH-n 
2040 ab'cHH'^r 
2910flA^<?>rf(fy 
810û^;V 
3420 ab^cd^eP 
i&iOabcd^e^f 
— a')10a*e?éf*«'f 



-f 
4- 



4- 
4- 



1516 a* rf/* 
2156a**rfV*/ 
4:^0 fl^*rfV* 
336 ab^tfien 
40ab^c*d'f^ 
2640 ab^c'dep 

IS40 ab^c*eY 
vmabVd^ef* 

13360 o^r^'rfW 

3200 ab^c'de^ 

1312 abVd^n 

2360 ah'cH'e'f 

3840 ah'cH'e^ 

5344 û^/'^céf ^/ 

2800 ûA W»<f^ 

1956 û*3^/ 

1680 abH <?' 



1— ^aW&dp 



+ 



+ 
4- 



4- 



Vmab'cep 
\^^ab^&d'ef^ 
\2\2 ah^e'dé^f 
2060 a^>V5<;* 
8020 ab^t^dp 
15220 aVc^ée'f 

1180a^V<^*«^ 
87l2û**c''rf^</ 
8540 tt^ V'^/ïf (?a 
2952 a^V'rfy 
3330 ab^cd^e 



4- 
4- 

+ 

4- 
+ 
4- 



4- 



4- 

!4- 
1+ 



4- 
4- 

4- 






4- 
4- 
,4- 



14- 



-f 

4- 
+ 



4- 

4- 

4- 
4- 

4- 

+ 

4- 



4- 
+ 
4- 



420fl«dVéîy5 
\44Xsa}bed'ep 
2\60 a*b^c'de^p 

984 a^bee^f 

4^a''b^cHp 
1320«'d*c'rf(?*/*4- 
2040a^d'c*éf*<îî/' 

l^lab'cH^ 

l^a}b^cd>ep 
2640fl*d^crfW 
1440fl*d»crf^tf^ 

504a*A'rfy* 
Vi&^a^bHé'f 

648fl*^rf(r^ 

108 a'^bt^f^ 
1296 a^ba^dep 
2344 a^ifié'P 

420 a^bc*dp 

600 a^bc'dH'P 
^20 a^bc'de'f 
UTia'bc'e' 

GOOa^bc'd'ep 
1280 a'bc^d^tV 
6360 a*bà^d^é^ 

bKyabc'dp 

\^e8a^bc*deV 
6420 a'bcH'e'^ 

576 a'^bcd?ef 
2988 û*Acrf«tf« 

162rt^*rfy 

594 a'^esKtf* 

432 «»(?>/» 

144a*c«(iy3 
1656flVrf(?/* 
151Ha*c<?/ 

912flVrfV/* 
7312flVrfVy 
2344 a*<:»rf<?« 

124 flVrf»/* 
8020 a Vrf*<?y 
10100 a'c»rf-V 
3792 flV8rf«^/ 
14648 a'^i^d^tt' 
702 fl*c*(f«/ 
10296fl*c'rfV 
3564 aHdJ'e 

486 «»<;?" 
864ei^'rrf/3 

1008û*'cV/' 
6624 ab^c^'d'ep 
5344 fl^^e? dt\f 
1720 a^*c^e» 



4- 
4- 



4- 
4- 
4- 



4- 
4- 
4- 



+ 



4- 
4- 

4- 



496 iO^edé^p 
216 ab^ce^P 

312 ab^iP'M ; 
320tf^Vrf/* 
860 aà &e^P \ 
960 o^ VrA 
1740 a^ c«Âryi 
2160 ah^é't^f 
420 ab^cdp 
2640 ob^edHT 
2910a^crfV/ 
540 a^r^^ 
IQOab^é^eP 

1530 o^rf»^ 
Maà^t^P 
80 aà^tAUp 
3240 ab^à^^P 
1 120 al^d^ép 

3360a^c»rfVrt 

4800a*Vife*/ 

2520û^^f« 

13360 al^t^d^f 
6000 ab^e^d*e' 
22i»ah^cdp 

\3}2 ab^ciP>eV 
9360 ab^cd^e^ 
1824 ai^rf €/ 
2880fl^d«? 

T2 ab^e'fP 
iei20ab*(^(rp 
3408 ab^c>deV* 
2156a^c»r*/ , 

15060 ab^c^d^ep 
2amab*e'd^f 
^^eOab^cdé' I 
4:«6 a* Vif/ «1 

15220 fld«rW/. 

19920 û^ c»rfs^ ' 
5808 ah^cHHf 

22140 ab^c^d^fi 
90 a^*<rrf/ 

If0e0a**rfe^ 
1350 a^'rf»^ 

3480 b^deV 
430 ^*rf«f y 

2800 b^d-ep 
3840 b^c^d^e^f 

12O0b'c'dt' 
2xA0b(^(fip 



TABLB V** 



} 



fSuitê du N^ n) 

N. 17. — Covariant de 1" ordre et de 12,^ degré =C,,,3 



— &76 ahd^def^ 
+ \82iab€'e^f 

-f '^iOabcde' 

— 4ieSabc'd^e/ 

— GSlAO ab(fd'e^ 
+ m^abcd'f 
+ 12440 ahc^d^é^ 

— %\m^hc^d'e 
-f l«20a^^/i» 
-f 162ac0f/* 

— 102 ac^d'/^ 

— 90 flc"rf^y 

— 1290 ac«^ 
+ \920 aC^dW 
+ 3640ac"rf>» 

— 'macd'f 

— 5340acrfV 
4- 3)00ac»rfV 

— eO0ac*d^ 
-h 18*«r/* 

— 36 b-^cdf* 

— iHo ^Vé?y •'• 

-h 184 bd*ep 

— 108^'rf^y^ 
+ ]Sb&'/* 
+ 264^crfér/^ 

— 368d'trrfys 

— "732 ^crf'^/* 
+ 540 b*cde*/ 

— U12yd'ep 
+ 2520^«rf^<?y 

— 1350*rfr 

— 144 b^c^fP 
4- 376 ^rW' 

— 1440^'r''rf<?y* 

— 1530**rW 
4- eamb^d^dW^ 

— m^bcd^e^f 
4- 1350dY?*rf^'^ 
4- 2:^44 dvrrf»/* 

— 9i&)^cd^ef 
4- 7200*^^^»^ 
4- ir/0 b^d*ef 

— 1900^rftfJ 

— 168 ^*<?W» 
4- 648 ^«r«»/* 



— 810 

— 6420 
4- 9360 
4- 450 
4-10100 

— 19920 

— 10300 
4- 4920 

— lOKK) 

— 3440 
4- 7100 

— 750 
4- 36 
4- 2988 

— 2880 
4-14688 

— 22740 
4- 600 
-16520 
4-23300 
4- H760 

— 5200 

— 5400 
4- 1500 

— 594 

— 10296 
4-10080 
4- 900 
4- 19440 

— 8800 

— 9160 

— 11900 
4-13900 

— 3150 
4* 3564 

— 1350 

— 9540 

— 750 
4- 4260 
4-10H(K) 

9100 
20(K) 

486 
1620 

450 

720 
2250 
1800 

400 



4- 

4- 

4- 



4- 



obHd^^ 

b'c'd'ep 

b^c^d&f 

b^'d^P 

vede'f 

b'c'd'e^ 

b^c*c^ef 

b*c*d*e^ 

b'ed?f 

b'cd e' 

b'd*e 

It'c'p 

¥édep 

btfié^f 

b'cHP 

h'i^dfe'^f 

b'c^de^ 

b'c'd'ef 

b^e*d*t^ 

h^&d^ 

b^ed^e^ 

¥c^d?e 

b^c^en 

b^ed*p 

bc'dé'f 

b'c'e^ 

b*c d'ef 

b^<M't' 

b'd'd'f 

b^c^d'e^ 

b^c^dU 

b^&'d!^ 

bce^f 

b(*d\f 

be-d^ 

bcU^f 

bc*(t'e^ 

bcde 

bc^dP 

c^'^def 

d^d^e 
d^d^ 



— 1912 
4- 3712 
4- 4920 

— 4768 

— 16520 
4- 1920 
4-19440 

— 9540 
4- 1620 
4- 162 

— 918 
4- 1956 
4- 240 

— 2952 
!— 3440 
.4- 2608 

4- 8760 

— 796 
j. — 9160 
Il 4- 4260 

— 720 

— 2 
4- 34 

— 54 
4- 252 

— 216 
4- 38 

' - 404 

— 376 
'— 216 

1080 

276 

906 

810 

12 

832 

1244 

4- 1112 

— 168 

— 3510 

— 1350 

— 2148 
14- 3200 
1 4- 1350 
. 4- 1172 
;— 2060 
i4- 450 

— ato 

;— 1620 



4- 



4- 
4- 



ab^c^d'P 
ab'd^de'f 

a¥(^d>ef 
abc^e^ 
ab^d'iP/ 
ab^cH^é^ 

ab^cH^e 
ab'cd*"* 
ad'p 
acrdep 

acHP 

ac'^de^f 

ac'de^ 

ac d^ef 

ac d't* 

aedf 

ac'd^*^ 

accPe 

ac^d^ 

hj^ 
b'cef^ 

b^cde*p 

b^à^df^ 
b'e'ep 
b^cdfiep 
¥cdet^ 

b'dp 

tfid^e^f 

l^CP 
h^cden 
b^&'ey^ 
b'^c^d^P 

b^eWn 
b^c'de*/ 

bcU"^ 

h'ed'eP 

b^cdé^ 

l^cdé 

l^d!"/^ 

t^dH'f 

bf^d*e* 

b^cen 



4- 



4- 1180 ^*rfW 
— 10300 *V*rf^^ 
4- 3240J'crf«é/ 
4- 600 b^cd^^ 

— 1290 ^rfy 

4- 900d^rfV» 
4- ^^b'c'dp 
4- 1224*"cVy* 

4- 2052^<:*rfV/* 
4- "X^bi^di^f 

— I900^*c*^ 
4- 2100 *'<?»rf*/* 

— 8540 ^VrfW 

— 10100 y'c^rfe^ 

— tiAX^lr^i^dJ^ef 
4- 23300 V'c^d^e^ 
4- 3640frVrfy 

— 8800^'<?*rftf« 
Ihi^rcd'e 
450 ¥cd^^ 
162dVy« 

2304 b^C^dep 
1680 ^*cV/ 

1560 ^*<«y* 

7l00*'(r'rf^ 
4- 12440 bU^d'ef 

— 5200dV:rf»^^ 

— ^WObc'd^f 
— 11900 dVrf*«« 
4- 10800 d VéTtf 

2250 b'^e'd' 

810 bc^i^p 
9Sm bc^de'f 

750 bc^e* 
%\^bcH'ef 
5400 bed'ê^ 
3\(Xibe^d^/ 
4-13900*c«rfe* 
9)00 bc^d^e 
1800 *<rV 

162 ^W* 

810 c»<^^/ 
1620c»rfV 
4- 1500 c»rf^ 

— 600 <?W 

— 3150(?*<fVr« 
4- TXmc'de 

— 400c*<r 



4- 



4- 
4- 
4- 



4- 



4- 



4- 



NoTB. L«t autres coTariaott te trouTeront aisément à Taide de ceux-ci en 
ajant recourt aux Jacobient, p. 214. 



N" 1. — Covariant de 2' ordre 
et de 3" degré = C,,. 



Forme de S* de^ré. 

N* 2. — Covariant de 4? ordre 
et de 2» dégrève,,. 



t!yc 




«0°*% 


-3 aji_a, 


— aoûiOi 


-3 0,.^ 


+3 a,a^ 


-8 «,aaas 


+3 a,a,a» 




+9 a',»'. 


+2 »■■». 


-%'>", 


+9.,.'. 






-13o,«>o. 


-3 .,«', 




+8", 


+2«V. 



î!*i!l)'- 



+1<I0«4 


+2«<Ki= 


+ «rt 


+2o,a, + «rt 


i-4a,a3 


-6.,.. 


— 9ttiOi 


-6a,ai — 4a^, 


+3... 


+4 0,0, 


+SO'. 


+4a,a, +3«', 



H*3. - 


- CovariaDt de 6' 


ordre et de 3' degré = C^ , , 




+1 acdioi 


-2a',as 


+2oV. 


-4o>. 


+2o,o'. 


-2o,o% 


+ fhflt/a, 


+2«W 


+2 »,»,«. 


-2»,«,a, 


+4ow= 




«ô'r 


+ 2<Vt*as 






+6a,o,a, 


-3o',o. 






-2 a',., 


+ ».«■«. 


-2a„a<,, 


+ 0,0.0, -2 oV. 


— a^\ 




+2aoû.«4 


+200.405 




+2o.o„o,-2fl,o,a. 






+2a.«.Oi 






-eoU +20.0.0, 








+4 ...,», 


-2 0,0,0. 


+4o,a„o, 










+2o„a,a. 







N* 4. — Covariant de 4' ordre et de 4' degré ^C,, 



+ 18a,a,a4a,l+ 18 o,|Q,o,a, + SOa^a.iia '+ ISa^a^a.a, + 18 o,û,a,o. 


— 18 a^a.a\ — iR a„o,a,B, — 3t' a^a^jj^^— 18 a,a,a,Oj — 18 aViO. 


+ 16 fl„aVi i + 24 a.,a aS +36aoa'4 + 24 aVs^, -^ l^ a^a^a^ 


+ 10» a.a.a.ûi +144 0,0,0304 - 36 a,a.a30a +1*4 a,a,^ia, -108 a,a a\ 


- 64 o.oS 


+ 36Q,aV« + SttoVd 


+ 3tl ix.A\(h ■ + «4 o,«ja.as 


~ 54 a\a. 


- lOSa'sa, -ISftoV.ai 




+ ^a\aK 


^108a».a,ai + 27 a«,a'. 


+108o,aa', ,+ 3So,aVs 


~ ^a\a\ 


— \%a„a\.a^ + 6 %a,asa,i 


- JGo.aVe ;- 3a,a». 


- 12 a«ii,a,a^ 

- 27 a*,n'. 


- ?,2o,a\ 1- 18a*,a.o, 






+ 2Va,afl 


- 2a'„a!,«o 1+ 54 0,0,0.05 


- 2<i<,o.o^ |- 2 0,0,0,0, 




- 4 o^,o„a„ +168 Oia*,a4 


-^ 4a„aa>ae|- 8 a V's 


+ 6a,flVo 


— 48oiaia'a ,— 64 a 'a 


-48 0.0V, + 6<M«,«o. 












■ " -16a>o. 








+ 192o,aVâ 








—144 aja.,a'. 








-I44aW. 







2a!,vr 



TABLB VI * 



î* 5. — • Covariant de 8« ordre et de 2* degré : = C„, 



loo^s 


+4 a^os 


+6 aoa4 +4 aoOs +1 aoOe 


+4 aiae 


+6 fliOe 


-t-4a^a« 


+1 a^ae 


ia\ 


— 4aia4 


-1-4 a.aj' +16aia4 


+14fliai 


+16a,a5 


+4 a3«5 


- 4 0405 


-la% 






—10 aS 


— 20aja3 


+5 «1^4 

-20a«3 


—200304 


— lOa'4 







5a?,v)* 



N" 6. — Cîovariant de 2' ordre et de 5* degré = C» , , 



+ lAaçflA^^ 


+ 


31 flf,a,»ab«o 


4- 


74a,»aiae . 
8 a^a^a^fl^ 


— 8 flo«i«4'<Ï5 

— 52a.a*3ai* 




54 o^atayi-fl^ 


— 


— 


7 a^ifi^a^* 


— 


52 a^a^a^ 
2 a^^a^a^ 


— 2 a V4*«6 


— 


24 ay^itaja,'} 


— 


4- 21 floa.<Ï3fl4a6 


4- 


22 a^HsfiL^ 


4- 


21 a,,a^a^<h(iii 


+ 8 ùf/i^aji^ 


— 


10ffo<ï|Ûs^&^ 


4- 


Sa^a^Ui^an 


! — 127ûQa.aya4fl5 
+ 2 fl« .a^fli^ 


+ 


23 a,!HAx^(H 




127aiaja..fliao 




16fl.,û7l4' 


4- 


2 «i a^a^i* 


-f 59 01^1^8^4* 


+ 


31flo«at*fle 


4- 




4- 106 a^ajOL^fir, 


+ 


l8flnû/flG 


4- 


4- 6 a,a3»fl4 


+ 


^a^aji^ 


4- 


Qa^a/a^ 


— 2«a,*a2*a6 

— 134 a^aji^aK 

— 2a^,a,a3<i5 




7 flo*fl*<Ï5«d 




26 û. aj^flr * 


+ 


4 flo'«s^ 


+ 


64 a'a^afa^ 




Wa^AJi^ 




134 a,a}a^(h \ 


+ 


23éy,fli*fl4fl8 


— 


2 a*a,,a,a^ 


— 57fl/fl4* 




22ff,(i4a.,*flo 


— 


57 fl,*a4« 


+ 33a,fl,*aifl5 


+ 


+ 


SSfliaiûi'fls 


+ 36ai«a.»a4 


— 


24fl,*a3aifl6 


+ 


3<5 aja3*«4* 


- 24 a/a« 


+ 


4 a,=W 


— 


24 a «4* 


4- 48fl,fl3a5 




6 a, a 1^.^4(15 


+ 


48 fl «^«4* 


+ 30ûoa,*fl5« 


+ 


80a,*flei5« 


+ 


:»fl,*fl4'fl6 


4- 82^0^ .'«s 




32fl,a.,8fl5 


+ 


82 fl a/fl« 


— 1 ao%.(hae 


+ 


81 fl,fl.fl4^ 


— 


1 a^a^a^^ 


— &4a.*a4» 


— 


54a,'flt*ae 
22û,a>,^ 


— 


54a,«a.s* ^ 


— 25ai*ata4atf 


— 




25 aQa.a^a-/ 


- 12û,a,* 


— 


54 a^a^a*} 


— 


12 a>» 
16(70» *a4afl 


— l«flo«iû'^ 


— 


\^axafaja^ 


— 


— 9a,.fl,aifl5a6 


+ 


81 a -^«40% 


— 


9a,aiaia.,a« 


4- 1 a.,*a.ae» 
— 1 Ox^a^^a^^ 


— 


22fl,«a.*fl5 


+ 


l flo*«.a«* 


— 


— 


1 flo*flà*«« 


4- lOarYi.fle 


4- 174 a, a^'^a* 


4- 


10«.a,flr,'* 


— 30a,«a,a5' 




48 ûj'» 


• 


30a,'a,fl5* 



5 «,1/ )* 



i 



